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कक्षा में

एनसीईआरटी (2017) [1] द्वारा कक्षा-6 के लिए सझुाई गई शकै्षणिक प्रक्रियाओ ं(पेज-67) में 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10 
और 11 से विभाज्यता के पैटर्नों का अवलोकन करने का सझुाव दिया गया ह ै। ऊपर वर्णित लेख में कही गई यह बात 
बिलकुल सही ह,ै कि ऐसी संख्याओ ंसे विभाज्यता की जाँच स्कू ली विद्यार्थियों के बीच लोकप्रिय ह ै। इस बात का ध्यान 
रखा जाना चाहिए कि विद्यार्थी मात्र निर्धारित नियमों के रूप में इनका अभ्यास करने की बजाय, इन दिलचस्प संख्या 
पैटर्नों की स्वयं खोज करें और उन्हें समझें । 7 से विभाज्यता के लिए चिका की जाँच यह थी कि दी गई संख्या के इकाई 
अकं को 5 से गणुा किया जाए और इसे संख्या के शषे (इकाई-रहित) भाग में जोड़ दिया जाए । मलू संख्या उस स्थिति में, 
सिर्फ़  उस स्थिति में, 7 का गणुज होगी जब परिणामी संख्या 7 का गणुज हो । हालाँकि, इस लेख में, हम एक ऐसी जाँच 
के बारे में जानेंगे जो हमें 7 और अन्य भाजकों, उदाहरण के लिए 13, 17, 19, 23 आदि के लिए कई सरल विभाज्यता 
जाँच के तरीक़े  बनाने में सक्षम करेगी । जाँचने के यह तरीक़े  व्यापक रूप से ज्ञात नहीं हैं ।

विद्यार्थियों को इन विभाज्यता जाँचों पर ध्यान दनेे के लिए प्रोत्साहित करने से संख्याओ ंके प्रति उनका दृष्टिकोण बेहतर 
होगा और उनकी संख्याओ ंकी समझ विकसित होगी । इससे विद्यार्थी संख्याओ ंसे जड़ेु दिलचस्प पैटर्नों की खोज करने 
और बाद में उनके पीछे के तर्क  को समझने में सक्षम होंगे, जो उनकी गणितीय सोच को और बढ़ाने में योगदान द ेसकता 
ह ै। इस लेख और चिका की कहानी के बीच एक और समान पहल ूह ै। वह ह ैसंख्याओ ंऔर संक्रियाओ ंके बीच सम्बन्धों 
को दखेते हुए दिलचस्प पैटर्नों को खोजने में गणितीय सझू-बझू (intuition) की भमूिका ।

हम एक छोटी लड़की माया की कहानी से शरुू करते हैं, जिसका पसन्दीदा शौक़ था किसी भी संख्या के लिए नए 
विभाज्यता जाँच के तरीक़े  खोजना । एक बार जब हम उसकी सरल तरकीबों को समझ लेंगे, तो हम किसी जटिल गणित 
या किसी नियम को याद किए बग़ैर किसी भी संख्या के लिए विभाज्यता की जाँच के लिए अपने सामान्य नियम बना 
पाएँगे । यह मज़ेदार होगा न? लेकिन इस तरकीब को जानन के लिए, आपको माया की कार्यप्रणाली जाननी होगी । 
सवुिधा के लिए, हम कुछ परू्व-निर्धारित प्रतीकों को परिभाषित और उपयोग करेंगे । हम दी गई संख्या के इकाई अंक को 
U और इकाई अंक हटाने के बाद की शेष संख्या को T से दर्शाएँगे । उदाहरण के लिए, यदि संख्या 5382 ह,ै तो U, 2 
होगा और T, 538 होगा, और यदि संख्या 394 ह,ै तो U, 4 होगा और T, 39 होगा आदि ।

विभाज्यता : बचपन की कुछ  
छोटी-छोटी गणितीय खोजें

ज़ीनत रहमान

एट राइट एगंल्स के मार्च, 2020 के अंक में प्रकाशित 7 से विभाज्यता की चिका की जाँच के पीछे की 
कहानी से प्रेरित होकर, मैं भी एक ऐसी ही कहानी साझा करना चाहती हू,ँ जो सिर्फ़  7 से विभाज्यता की 

जाँच के तरीक़े  खोजने पर ही नहीं रुकती, बल्कि किसी भी सखं्या से विभाज्यता की जाँच के तरीक़े  
खोजने तक जाती है । मुझे उम्मीद है कि यह कहानी विद्यार्थियों और यहाँ तक कि बड़ों को भी ऐसी 
छोटी-छोटी खोजें करते रहने और दूसरों के साथ उस ख़ुशी को साझा करने के लिए प्रेरित करेगी ।

की-वर्ड : विभाज्यता, पैटर्न, अन्वेषण, सत्यापन
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सबसे पहले, 7 से विभाज्यता की जाँच करने के लिए, माया 7 के गणुजों को लिखेगी, यानी 7, 14, 21, 28 आदि । फिर 
वह 7 के गणुजों के अंकों के बीच एक संक्रिया के बारे में सोचेगी जिससे परिणाम 0 या 7 आए । इस प्रकार, 7 के दसूरे 
और चौथे गणुज (यानी 14, 28) से सरुाग़ लेते हुए, दहाई अंक को 4 से गणुा किया जाए और प्राप्त गणुनफल और इकाई 
अंक के बीच का अन्तर ज्ञात किया जाए ताकि परिणामी मान 0 या 7 हो (तालिका-1) ।

तालिका-1 : तरकीब-1 : (T × 4) – U (U = इकाई अंक, T = शेष सखं्या)
गणुज 14 और 28 ने माया को यह नियम बनाने में मदद की ।

तब तक दोहराए ँजब तक परिणाम 0 या 7 न हो जाए ।

दो-अकंीय संख्या 84
(U = 4, T = 8) 

के लिए तरकीब का सत्यापन

तीन-अकंीय संख्या 959
(U = 9, T = 95) 

के लिए तरकीब का सत्यापन

चार-अकंीय संख्या 9261
(U = 1, T = 926) 

के लिए तरकीब का सत्यापन
8 × 4 – 4 = 28

दोहराए ँ28 के लिए
U = 8, T = 2
2 × 4 – 8 = 0

95 × 4 – 9 = 371

दोहराए ँ371 के लिए (U = 1, T = 37) 
37 × 4 – 1 = 147

दोहराए ँ147 के लिए (U = 7, T =14)
14 × 4 – 7 = 49

दोहराए ँ49 के लिए (U = 9, T = 4)
4 × 4 – 9 = 7

926 × 4 – 1 = 3703

3703 के लिए (U = 3, T = 370) 
370 × 4 – 3 = 1477

1477 के लिए (U = 7, T = 147)
147 × 4 – 7 = 581

581 के लिए (U = 1, T = 58)
58 × 4 – 1 = 231

231 के लिए (U = 1, T = 23)
23 × 4 – 1 = 91

91 के लिए (U = 1, T = 9)
9 × 4 – 1 = 35

35 के लिए (U=5, T = 3)
3 × 4 – 5 = 7

इस तरकीब की सबसे अद्भुत बात यह ह ैकि इसका उपयोग 7 के किसी भी गणुज के लिए 7 से विभाज्यता की जाँच के 
रूप में किया जा सकता ह ै। इस तरकीब को बीजगणित या मॉड्यलूो अकंगणित का उपयोग करके सिद्ध किया जा सकता 
ह ै। चूकँि यह प्रारम्भिक स्कू ली गणित के दायरे से बाहर ह,ै इसलिए इस लेख में इसके प्रमाण पर चर्चा नहीं की गई ह ै।

हालाँकि संक्रियाओ ंको तब तक दोहराया गया ह ैजब तक कि परिणाम 0 या 7 न आ जाए, फिर भी जब परिणाम 7 का 
कोई पहचाने जाने योग्य गणुज हो, तो प्रक्रिया को रोका जा सकता ह ैऔर वही निष्कर्ष निकाला जा सकता ह ै। उदाहरण 
के लिए, तालिका-1 के कॉलम-2 और 3 में, क्रमशः 147 और 1477 पर पहुचँने पर प्रक्रिया को रोका जा सकता ह ै।

क्या होगा यदि कोई ऐसी अधिक कारगर तरकीब हो, जो हर अगले चरण के साथ संख्या में अकंों को कम कर सके? माया 
ने एक नई तरकीब सोची, जो 7 के एक विशिष्ट गणुज यानी 21 के अकंों से प्रेरित थी ।

तरकीब-2 यह थी कि इकाई अकं को 2 से गणुा किया जाए और इस गणुनफल तथा शषे संख्या के बीच का अन्तर, यानी 
T – (2 x U) निकाला जाए, ताकि परिणामी संख्या 0 या 7 प्राप्त हो (जैसा कि तालिका-2 में दिखाया गया ह)ै । पहले की 
तरह, इस तरकीब को 7 के सभी गणुजों के लिए सत्य सिद्ध किया जा सकता ह ै।
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तालिका-2 :  तरकीब-2 : T – (2 × U)  (U = इकाई अंक, T = शेष सखं्या)
गणुज 21 और 42 ने माया को यह नियम बनाने में मदद की ।

तब तक दोहराए ँजब तक परिणाम 0 या 7 या 7 का कोई ज्ञात गणुज न हो जाए ।
दो-अकंीय संख्या 84

(U = 4, T = 8)
के लिए तरकीब का सत्यापन

तीन-अकंीय संख्या 959 
(U = 9, T = 95) 

के लिए तरकीब का सत्यापन 

चार-अकंीय संख्या 9261 
(U = 1, T = 926) 

के लिए तरकीब का सत्यापन
8 – (2 × 4) = 0 95 – (2 × 9) = 77 926 – (2 × 1) = 924

924 के लिए (U = 4, T = 92)
92 – (2 × 4) = 84

84 के लिए (U = 4, T = 8)
8 – (2 × 4) = 0

यह दखेना दिलचस्प ह ैकि तरकीब-2, तरकीब-1 की तलुना में अधिक कारगर ह ैक्योंकि तरकीब-2 सीध ेएक चार-अकंीय 
संख्या को तीन-अकंीय और फिर तीन-अकंीय को दो-अकंीय संख्या में घटा दतेी ह,ै जिससे यह जल्दी तय किया जा सकता 
ह ैकि दी गई संख्या 7 से विभाज्य ह ैया नहीं ।

इन तरकीबों को खोजने का सरुाग़, इकाई के अकं और दहाई के अकं के बीच कुछ ऐसी संक्रियाए ँकरने से मिलता ह,ै 
जिससे परिणाम 0 या 7 का गणुज प्राप्त हो, जैसा कि 7 के दो-अकंीय गणुजों में दखेा जाता ह ै। 7 के गणुजों जैसे 42 या 
35 का उपयोग करते हुए चिका की जाँच को T + (5 x U) के रूप में भी व्यक्त किया जा सकता ह ै। इसके अलावा, यह 
जाँचना दिलचस्प होगा कि क्या उपरोक्त तरकीबें चिका की जाँच से अधिक कारगर होंगी, लेकिन यह कार्य मैं पाठकों 
पर छोड़ती हू ँ। सावधानी के तौर पर, यदि विद्यार्थियों का परिचय अभी ऋणात्मक संख्याओ ंसे नहीं हुआ ह,ै तो शिक्षक 
उन्हें इस तरकीब का उपयोग करते समय केवल संख्याओ ंके बीच का अन्तर खोजने  (चिह्न पर ध्यान न दतेे हुए) के लिए 
प्रोत्साहित कर सकते हैं ।

आइए अब 13 के लिए विभाज्यता की तरकीब की खोज करें । यहाँ फिर से, हम 13 के गणुजों, यानी 13, 26, 39, 52 
आदि को लिखने से शरुुआत करेंगे । और इस मामले में भी, हमारा तरीक़ा यह ह ैकि अकंों के बीच कुछ ऐसी संक्रियाओ ं
को खोजा जाए जिससे परिणाम 0 प्राप्त हो । ऊपर दिए गए 13 के गणुजों के मामले में, यह स्पष्ट होगा कि उसके दहाई अकं 
को 3 से गणुा करने और उसके तथा इकाई अकं के बीच का अन्तर निकालने पर 0 प्राप्त होगा ।

तालिका-3 : तरकीब-3 : T x 3 – U (U = इकाई अंक, T = शेष सखं्या)
13 और 26 के गणुजों ने इस नियम को प्रेरित किया

तब तक दोहराए ँजब तक परिणाम 0 या 13 या 13 का कोई पहचाने जाने योग्य गणुज न हो जाए ।

तीन-अकंीय संख्या जैसे 741 (U = 1, T = 74) 
के लिए तरकीबों का सत्यापन

चार-अकंीय संख्या जैसे 3003(U=3,T = 300) 
के लिए तरकीबों का सत्यापन

74 × 3 – 1 = 221

221 के लिए (U = 1, T = 22)
22 × 3 – 1 = 65

65 के लिए (U = 5, T = 6)
6 × 3 – 5 = 13

300 × 3 – 3 = 897

897 के लिए (U = 7, T = 89)
89 × 3 – 7 = 260

यहाँ एक सवाल ह ै: क्या T + 4 × U (जो 13, 91 और 52 से प्रेरित ह)ै 13 के गणुजों की पहचान करने के लिए काम 
करता ह?ै इन दोनों तरकीबों में से आपको कौन-सी ज़्यादा प्रभावी लगती ह,ै जो हर चरण में आपको छोटी संख्याए ँदतेी ह?ै
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इसी प्रकार, 17 से विभाज्यता की जाँच का तरीक़ा भी पहले इसके गणुजों, यानी 17, 34 और 51 को लिखकर और किसी 
पैटर्न का पता लगाने के लिए उनके अकंों की जाँच करके खोजा जा सकता ह ै। उदाहरण के लिए, (7 x T) – U (17 
से प्रेरित) और T - (5 x U) (51 से प्रेरित) विभाज्यता की ऐसी तरकीबें हैं जो 17 के गणुजों की पहचान करने में मदद  
करती हैं ।

यह दर्शाता ह ैकि किसी संख्या के लिए विभाज्यता का कोई एक अकेला जाँच का तरीक़ा नहीं होता ह ैऔर इन जाँचों 
को इन सरल नियमों का पालन करके बनाया जा सकता ह ै। इस लेख में, उदाहरणों को मखु्य रूप से अभाज्य भाजकों के 
साथ आज़माया गया, अर्थात वे भाजक ऐसी संख्याए ँथीं जिनका 1 और स्वयं के अतिरिक्त कोई अन्य गणुनखण्ड नहीं 
होता । पाठकों से अनरुोध ह ैकि वे अभाज्य संख्याओ ंकी सचूी : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 आदि से अन्य अभाज्य संख्याओ ंके लिए और अधिक तरकीबें 
खोजने का प्रयास करें ।

इसके अलावा, ये नियम भाज्य संख्याओ ंके लिए भी बनाए जा सकते हैं । और मैं चाहती हू ँकि आप अपनी पसन्द की 
किसी भी अन्य दो-अकंीय संख्या के लिए विभाज्यता जाँच का तरीक़ा  खोजने का प्रयास करें ।

इस लेख से यह ध्यान दनेे योग्य बात सामने आती ह ैकि किसी निश्चित संख्या के गणुजों के अकंों के बीच अलग-अलग 
प्रकार के पैटर्न होते हैं जो विभाज्यता के नियमों तक पहुचँाते हैं । और यह कि ये सभी पैटर्न उस संख्या के सभी गणुजों के 
लिए काम करते हैं, जैसा कि लेख में दिए गए उदाहरणों में दखेा गया ह ै।

हालाँकि उपयोग किए गए सभी उदाहरण लिए गए भाजक के गणुज रह ेहैं, फिर भी विद्यार्थियों के लिए यह सत्यापित करना 
उपयोगी होगा कि ये नियम उन संख्याओ ंपर परूी तरह से लाग ूनहीं होते जो उस संख्या के गणुज नहीं हैं । इस तरह की खोज 
संख्या संक्रियाओ ंके अभ्यास को दिलचस्प बनाने का एक सकू्ष्म अवसर ह ै। जब गणित की कक्षा उन्हें ऐसे अवसर प्रदान 
करती ह,ै तो विद्यार्थी स्वयं को खोजकर्ता और अन्वेषक की तरह महससू करते हैं । मझु ेआशा ह ैकि यह लेख गणित में 
रुचि रखने वाले विद्यार्थियों के बीच ऐसी सहज खोजों को पनुर्जीवित करेगा ।

ज़ीनत रहमान अज़ीम प्रेमजी यनूिवर्सिटी, भोपाल में गणित शिक्षण की पाठ्यचर्या और शिक्षाशास्त्र के पाठ्यक्रम 
पढ़ाती हैं । उनकी शकै्षणिक पषृ्ठभमूि और अनभुव गणित शिक्षण और संज्ञान के क्षेत्र में हैं । उन्होंने पहले डिजिटल और 
भौतिक शिक्षण संसाधनों को विकसित करने के लिए विभिन्न टीमों के साथ काम किया ह ै। उन्हें विविध सन्दर्भों के 
शिक्षकों और शिक्षाविदों के साथ काम करने का अनभुव ह ै। उनकी रुचि शिक्षा और संज्ञान पर तकनीक के प्रभाव का 
अध्ययन करने में भी ह ै। उनसे jeenath.rahaman@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।
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