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गणित से प्रेम 

गणित को आमतौर पर दिमाग़ के साथ जोड़ा जाता ह ैऔर इसमें कोई आश्चर्य नहीं कि 
गणित में दक्षता गर्व की बात ह,ै वरीयता की बात ह,ै और उन लोगों को ख़ारिज कर 

दनेे की बात ह ैजो इसमें उत क्ृ ष्ट नहीं हैं।  

लेकिन गणित से लगाव कैसे हो, इसके बारे में कभी सोचा ह?ै इसे दखेने के अपेक्षाकृत 
सौम्य, भयमकु्त तरीक़े  के बारे में? बदले हुए नज़रियों की वजह से कक्षा के भीतर आने 
वाले बदलावों के बारे में? हम किस तरह ऐसे समावेशी, भयमकु्त स्थान बना सकते हैं 

जो विद्यार्थियों को गणित से प्रेम करना सिखा सकें ?



सम्पादक 

की ओर से...

गणितीय खोज का एक दशक पूरा होने का उत्सव

प्रिय पाठको,

इस अकं के पन्नों पर, हम न सिर्फ़  गणित सीखने-सिखाने के समदृ्ध अनभुवों का बल्कि एक असाधारण 
उपलब्धि का उत्सव भी मना रह ेहैं – अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय में मथै स्पेस की दसवीं सालगिरह । 
पिछले एक दशक में, यह स्थान गणित शिक्षा में खोजबीन, सीखने और प्रेरणा का एक जीवन्त केन्द्र 
बन गया ह ै।

गणितीय प्रेरणा का एक दशक 

अपने विशषे सेक्शन में, दो आकर्षक रचनाओ ंके माध्यम से हम इस उपलब्धि को चिह्नित कर रह ेहैं । 
नन्दिता हमारे लिए एक ऐसा विचारोत्तेजक इटंरव्यू लाई हैं जो मथै स्पेस की यात्रा और बीते सालों में 
इसके प्रभाव पर विचार करता ह ै। इसका साथ दनेे के लिए ह ैएक फ़ोटो फ़ीचर जो मथै स्पेस में रखी 
अनोखी गणितीय सामग्री (mat(h)erials) को दर्शाता ह,ै और पाठकों को उन संसाधनों की एक 
दृश्यमयी यात्रा पर ले जाता ह ैजिन्होंने असंख्य शिक्षार्थियों को प्रेरित किया ह ै। साथ मिलकर, ये लेख 
जिज्ञासा की उस भावना और गहरी समझ को प्रस्तुत करते हैं जो मथै स्पेस को परिभाषित करती ह ै।

कक्षा से खेल के मैदान तक : एक्शन में गणित

हमारे कक्षा में सेक्शन में कई तरह के लेख हैं, और हर एक में प्रारम्भिक गणितीय शिक्षा के महत्त्वपूर्ण 
पहलओु ंको उठाया गया ह ै। नारायण जोड़-घटाने से जडु़े इबारती सवालों को सिखाने की चनुौती 
लेते हैं, और शिक्षकों के लिए व्यवहारिक कार्यनीतियाँ प्रस्तुत करते हैं । अस्मा और जीवेश  
बाल-शिक्षार्थियों को पैटर्न से परिचित कराने के अपने कक्षा अनभुव साझा कर रह ेहैं । क्षमा मॉण्टेसरी-
आधारित गणितीय वस्तुओ ंपर प्रकाश डालती हैं और मार्गदर्शन दतेी हैं कि इन्हें किस तरह नियमित 
कक्षाओ ंमें इस्तेमाल के अनकूुल बनाया जा सकता ह ै। अनुष्का छोटे बच्चों को एल्गोरिदम की 
अवधारणा से परिचित कराने के लिए नई सझू-बझू, नए नज़रिए पेश करती हैं ताकि इन जटिल विचारों 
को कम उम्र में ही बच्चों के लिए सगुम बनाया जा सके ।

गणित का मज़ा : खेल-खेल में खोजें 

गणित का मज़ा सेक्शन कक्षा के परे सीखना जारी रखता ह ै। यह दिखाता ह ैकि किस तरह गणित 
मज़ेदार भी और बौद्धिक रूप से प्रेरक भी हो सकता ह ै। यह सेक्शन एक नए ढंग से शरुू होता ह ै
–शिक्षकों के बीच एक ‘ऑनलाइन’ चर्चा कि विद्यार्थियों को भिन्न से परिचित कराने का सर्वश्रेष्ठ 
तरीक़ा क्या हो सकता ह ै। अजय कुमार स्वय करके सीखने वाली पेपर कटिग गतिविधियों के माध्यम 
से रैखिक सममिति की पड़ताल करते हैं और इस अमूर्त अवधारणा को आकर्षक एवं स्पर्शनीय बनाते 
हैं । तेजस एक बेहद आकर्षक गणितीय सवाल का सामना करने और उसे सलुझाने का व्यक्तिगत 
क़िस्सा साझा कर रह ेहैं । अन्त में वे हमारे पाठकों को माथापच्ची करने के लिए कुछ सवाल दतेे हैं ।



शिक्षण के लिए सामग्री, समझने के लिए वस्तुएँ

समीक्षा सेक्शन में शिक्षण सामग्री पर ध्यान दनेा जारी ह ै– गहरी समझ प्रदान करने वाले दो आलेखों 
के साथ । मोख़्तर अपने कक्षा के अनभुव से समझ हासिल करते हुए शिक्षण साधन के रूप में ऐरो कार्ड 
के इस्तेमाल की पड़ताल करते हैं, और गणितीय अवधारणाओ ंको समझने में विद्यार्थियों की मदद 
करने में इनकी प्रभाविता पर रोशनी डालते हैं । मथै स्पेस द्वारा डाइन्स  ब्लॉक और स ट्ैटिक बीड का एक 
तलुनात्मक विश्लेषण प्रस्तुत किया गया ह ै। इसमें शिक्षकों को इस बारे में व्यवहारिक मार्गदर्शन दिया 
गया ह ैकि शिक्षार्थियों के लिए अमूर्त विचारों को ज़्यादा मूर्त बनाने के लिए किस प्रकार इन साधनों का 
इस्तेमाल किया जा सकता ह ै। 

पाठ्यपुस्तक के परे गणित

इस अकं के पलुआउट में पद्मप्रिया अपनी शृखंला को आगे बढ़ाते हुए रुपए-पैसे की अवधारणा पर  
ऐसी गतिविधियाँ प्रस्तुत करती हैं जो कक्षा की सीखों का मले वास्तविक जीवन के उपयोगों से कराती 
हैं । ये गतिविधियाँ गणितीय अवधारणाओ ंको रोज़मर्रा के आर्थिक अनभुवों से जोड़ने में बच्चों की 
मदद करने के लिए तैयार की गई हैं, जो सीखने को ज़्यादा अर्थपूर्ण और व्यवहारिक बनाती हैं ।

ऑनलाइन सेक्शन से मिले नए नज़रिए 

और अन्त में, हमारे ऑनलाइन सेक्शन में ऐसे दो योगदान हैं जो गणितीय समदुाय में छोटी उम्र की 
आवाज़ों की रचनात्मकता और नवाचार पर प्रकाश डालते हैं । दीक्षा, जो एक विद्यार्थी हैं, एक 
ऐसी दिलचस्प ज्यामितीय संरचना पेश कर रही हैं जो किसी वर्ग को नए और अनपेक्षित तरीक़ों 
से n भागों में विभक्त करने के लिए पाठकों को चनुौती दतेी ह ै। गौरी, जो एक विद्यार्थी-शिक्षक 
हैं, वर्गमलूों के बारे में एक ऐसे सवाल को अपने विद्यार्थियों के सामने रखने का अपना अनभुव 
बाँटती हैं जिसने न सिर्फ़  उनके विद्यार्थियों को बाँध ेरखा बल्कि उनके बीच जीवन्त चर्चाओ ंको 
भी जन्म दिया ।

मथै स्पेस में सार्थक काम करने का एक दशक परूा होने का उत्सव मनाते हुए और भविष्य की ओर दखेते 
हुए हमें वे अन्तहीन सम्भावनाए ँस्मरण हो आती हैं जो गणित को सीखना और सिखाना हमारे सामने 
रखती हैं । आइए, हम गणित की खोजबीन करना, सवाल करना और उसके साथ जडु़े रहना जारी रखें 
और ऐसे स्थान निर्मित करें जहाँ जिज्ञासा पनपती हो और समझ गहरी होती हो ।

आशा ह,ै आपको पढ़ने में मज़ा आएगा और आपकी गणितीय यात्रा हमशेा की तरह रोमांचक 
होगी!

हार्दिक शभुकामनाए,ँ
मोहन आर. 
सह-सम्पादक
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एट राइट एगंल्स अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय का प्रकाशन ह ै। इसका उद्देश्य शिक्षकों, शिक्षक-प्रशिक्षकों, विद्यार्थियों और गणित के प्रति रुचि रखने वाले लोगों तक पहुचँना ह ै। 
यह अलग-अलग विचारों और दृष्टिकोणों की अभिव्यक्ति के लिए एक मचं प्रदान करता ह ैतथा नए और सवुिज्ञ दृष्टिकोण, विचारोत्तेजक नज़रिए और नवाचार की कहानियों को 
प्रोत्साहित करता ह ै। कोशिश ह ैकि यह पत्रिका ‘अकादमिक’ और ‘पेशवेर’ उन्मुख होने के बीच सन्तुलन बना सके ।

एट राइट एगंल्स अकं 20, नवम्बर 2024 का यह हिन्दी अनुवाद जनवरी, 2025 में प्रकाशित हुआ है । 

नोट : इस अकं में व्यक्त किए गए सभी विचार और राय लेखकों के निजी हैं और अज़ीम प्रेमजी फ़ाउण्डेशन किसी भी रूप में इसके लिए उत्तरदायी नहीं ह ै।
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विशेष
		  शानदार, किफ़ायती और कलात्मक :
		  मैथ स्पेस के 10 साल
		  नन्दिता जयराज

		  भ्रमण मैथ स्पेस का
		  मथै स्पेस

कक्षा में
		  पैटर्न के जादू का अनावरण
		  अस्मा ममेन और जीवेश पंचभाई

		  एल्गोरिदम से परिचय
		  अनषु्का टोनापी
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अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय के मथै स्पेस में पहली 
बार प्रवेश करते ही मझु े ऐसा लगा जैसे मैं खिलौनों 
की दकुान में कोई बच्चा हू ँ। मरेे सामने हाथ से बने 
हुए उपकरणों से भरी हुई अलमारियाँ, टेबलें और दराज़ें 
थीं; लगभग हर उपलब्ध सतह पर रंग-बिरंगी स्टेशनरी 
बिखरी हुई थी; फ़र्श पर चाय के खाली डिब्बे और 
लैपटॉप की पैकेजिंग की थप्पियाँ लगी हुई थीं । मझु े
लगा कि कमरा व्यवस्थित अव्यवस्था का एक बेहतरीन 
उदाहरण था, ऐसी अव्यवस्था जो आपकी उँगलियों को 
इतना बेचनै कर दतेी कि वे और किसी जगह रुककर 
कुछ बनाने को उत्सुक हो जाती हैं । कहने की ज़रूरत 
नहीं ह,ै मैं सरसरी तौर पर यह सब दखेते वक़्त इस जगह 
की संरक्षक स्वाती सरकार द्वारा एक मीटिग परूी करने 
का इन्तज़ार करते हुए मन-ही-मन बहुत ख़शु थी ।

मलूत: एक गणितज्ञ स्वाती 2013 में विश्वविद्यालय 
के कंटीन्यूइगं स्कू ल एडं विश्वविद्यालय रिसोर्स सेंटर 
से जड़ुने से पहले कुछ वर्षों तक एक शिक्षिका के 
रूप में काम करती थीं । गणित शिक्षा के प्रति जनुनूी, 
स्वाती और उनकी सहकर्मी स्नेहा टाइटस (अब एट 
राइट एगंल्स की मखु्य सम्पादक) जो इस ‘अपराध’ में 
साझदेार रहीं, ने मिलकर मथै स्पेस की कल्पना की और 
उसे मूर्त रूप प्रदान किया । 

शरुुआत में पीईएस विश्वविद्यालय कैम्पस (अपना स्थाई 
कैम्पस बनने से पहले अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय 
जहाँ काम कर रहा था) के एक छोटे-से कमरे तक 
सीमित मथै स्पेस पहले उसी कैम्पस में एक बड़े साझा 
कमरे में स्थानान्तरित हुआ और फिर सरजापरुा कैम्पस 

के धपू वाले कमरे में जहाँ इस वक़्त मैं खड़ी हू ँ। अगले 
साल के अन्त तक, मथै स्पेस अन्ततः अपने भवन में 
स्थानान्तरित होने वाला ह ै। 

स्वाती ने मझु ेबताया कि मथै स्पेस की यात्रा एक कमरे 
में एक छोटी-सी अलमारी से शरुू हुई थी, जिसे आगामी 
स्नातक कार्यक्रमों के लिए विज्ञान प्रयोगशाला के रूप 
में तैयार किया गया था । “अलमारी दिल्ली स्थित एक 
गणित संसाधन समहू जोड़ो ज्ञान की कुछ सामग्री से 
भरी हुई थी । कमरे की चाबी सरुक्षा कर्मियों के पास 
हुआ करती थी, इसलिए जब भी हम सामग्री तक 
पहुचँना चाहते थे, तो हमें चाबी प्राप्त करने में 20 मिनट 
लगते थे और काम परूा होने के बाद वापिस सौंपने में 
20 मिनट और लग जाते थे । इस तरह काम चलना 
सम्भव नहीं था ।”

इस बिन्दु पर, स्वाती और टीम को यह एहसास हुआ 
कि गणित शिक्षा में इन संसाधनों के उपयोग की बहुत 
सम्भावनाए ँहैं । लेकिन इस क्षमता के दोहन से पहले, 
उन्हें प्रभावी ढंग से यह दस्तावेज़ीकरण करना होगा 
कि शिक्षक इनका उपयोग किस प्रकार कर सकते हैं 
और कार्यशालाओ ंऔर प्रकाशनों के माध्यम से इसका 
प्रसार कैसे कर सकते हैं । वे यह सब कहाँ करेंगे? 

स्वाती ने बताया, “उस समय, कैम्पस में एक पॉटरी 
स्टूडियो था । इसलिए मैंने सोचा कि हम गणित के लिए 
भी ऐसा ही स्थान क्यों नहीं बना सकते?” दोनों ने ऐसी 
सम्भावनाए ँतलाशना शरुू की, ताकि वे विज्ञान टीम के 
साथ कमरा साझा कर सकें  । इसकी मज़ंूरी नहीं मिली, 
हालाँकि, उन्हें एक छोटा कमरा दिया गया जिसमें वे 

की-वर्ड : शिक्षण अधिगम सामग्री, गणित, प्रयोगशाला, शिक्षाशास्त्र, मकु्त खले, लागत प्रभाविता, पनुर्चक्रण, पनुः उपयोग 

शानदार, किफ़ायती और कलात्मक : 
मैथ स्पेस के  10 साल 

अपने अस्तित्व के एक दशक के दौरान, मैथ स्पेस धीरे-धीरे, लेकिन निश्चित रूप से, अज़ीम प्रेमजी 
विश्वविद्यालय के जीवन्त इकोसिस्टम में ख़ुद को एकीकृत करता गया है ।
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एक गणित प्रयोगशाला शरुू कर सकते थे । “यह सबसे 
छोटे कमरों में से एक था, यहाँ तक कि उस पॉटरी स्टूडियो 
से भी छोटा! और वह हमारी बहुत ही साधारण शरुुआत 
थी,” उन्होंने याद करते हुए बताया । 

मथै स्पेस को सफलता का पहला स्वाद चखने में ज़्यादा 
समय नहीं लगा । 2014 में, विश्वविद्यालय में सिर्फ़  
दो प्रोग्राम संचालित थे – एमए एजकेुशन और एमए 
डेवलपमेंट । अपने पाठ्यक्रम के हिस्से के रूप में, एजकेुशन 
के विद्यार्थियों को आस-पास के सरकारी और कम शलु्क 
वाले निजी स्कू लों में साप्ताहिक रूप से शामिल होना होता 
था । इसके अलावा, फ़ाउण्डेशन द्वारा प्रवासी मज़दूरों के 
बच्चों के लिए कुछ केन्द्र भी संचालित किए जाते थे । 
स्वाती ने बताया, “हमारे पास ये ऐसे स्कू ल थे जिनके साथ 
हमारा पहले से ही सम्बन्ध ह ै। इसलिए हमने सोचा : क्यों 
न उनके साथ कुछ कार्यशालाए ँकी जाए ँ।” और इसलिए 
दोनों ने अपने संसाधन एक बड़े कमरे में ले जाना शरुू कर 
दिया, जहाँ उन्होंने इन स्कू लों के शिक्षकों के लिए दिन भर 
की कार्यशालाए ँआयोजित कीं । यह हर म‍हीने आयोजित 
की जाती थीं और हालाँकि उन्होंने प्रतिभागियों की संख्या 
30 तक सीमित रखने की बार-बार कोशिश की, फिर भी 
कार्यशाला में प्रतिभागियों की संख्या 40 से ज़्यादा हो जाना 
आम बात थी । अगले वर्ष अन्य विषयों ने भी अपनी इसी 
तरह की कार्यशालाए ँ आयोजित करना शरुू किया और 
ये प्राथमिक और माध्यमिक विद्यालय स्तरों पर आयोजित 
की गई ं। नगरपालिका स्कू लों के लिए कार्यशालाओ ं के 
कन्नड़ संस्करण भी आयोजित किए गए । स्वाती ने बताया, 
“कार्यशालाए ँ बहुत सफल रहीं, हमारी कल्पना से भी  
कहीं अधिक ।” 

कुछ सालों में, सभी ने यह स्वीकार कर लिया था कि उन्हें 
और अधिक जगह की ज़रूरत ह ै। जैसा कि हुआ, उन्हें 
वही बड़ा कमरा द ेदिया गया, जो शरुू में उन्हें दनेे से मना 
कर दिया गया था । यह कमरा गणित और विज्ञान की एक 
संयकु्त प्रयोगशाला के रूप में काम करने लगा, जिसमें 
शिक्षक कार्यशालाओ ंमें भाग लेते थे और विद्यार्थी विज्ञान 
के प्रयोग करते थे । स्वाती ने बताया, “हर कोई इस बात से 
ख़शु था क्योंकि आख़िरकार जगह का परूी तरह इस्तेमाल 
हो रहा था ।”

मथै स्पेस का प्रबन्धन करने के अलावा, स्नेहा और स्वाती 
एमए एजकेुशन के विद्यार्थियों को गणित में पाठ्यक्रम 
सामग्री विकास नामक एक वैकल्पिक विषय भी पढ़ा रही 
थीं । पाठ्यक्रम के दौरान, वे अपने विद्यार्थियों को खले, 
वर्क शीट और अन्य सामग्री बनाने के लिए प्रोत्साहित करती 

थीं । “हमने उन्हें याद दिलाया कि इससे न केवल उन्हें ग्रेड 
और अनभुव मिलेगा, बल्कि वे जो कुछ भी बनाएगँे, वह 
प्रयोगशाला का हिस्सा बनेगा,” उन्होंने याद किया । यह 
प्रेरणा काम कर गई । विद्यार्थियों ने विभिन्न गणित शिक्षण 
संसाधन बनाए, जैसे कि भिन्नों को सीखने के लिए एक 
खले, त्रिकोणमितीय कार्य दखेने के लिए एक मॉडल आदि । 
“कभी-कभी एक बैच कुछ बनाता था और अगला बैच उसी 
चीज़ को बनाने के लिए प्रेरित होता था,” उन्होंने मझु ेगर्व से 
अपने परू्व विद्यार्थियों द्वारा बनाए गए संसाधनों से भरी एक 
अलमारी दिखाते हुए कहा ।  

इस दौरान मथै स्पेस ने मतं्रा4चेंज नामक संगठन के साथ एक 
मूल्यवान साझदेारी भी स्थापित की, जिसने विश्वविद्यालय 
के कई परू्व विद्यार्थियों को काम पर रखा । विभिन्न संगठनों में 
कार्यरत परू्व विद्यार्थी स्वाती के साथ नए विचारों पर विचार-
विमर्श करने के लिए मथै स्पेस में वापस आते थे । शिक्षा 
के क्षेत्र में काम करने वाले विभिन्न ग़ैर-सरकारी संगठनों के 
लोग भी उनसे मिलने आते थे और उनके स्थान का उपयोग 
कुछ सँवारने और कुछ नया करने के लिए करते थे । 

मथै स्पेस ने आगे विकास के तहत स्टूडेंट असिस्टेंटशिप 
प्रोग्राम की शरुुआत की, जिसने विद्यार्थियों के लिए 
विश्वविद्यालय में अशंकालिक नौकरी करना सम्भव बनाया । 
स्वाती ने बताया, “हमने इसका लाभ उठाया और सेमसे्टर 
ब्रेक के दौरान कुछ विद्यार्थियों को काम पर रखना शरुू कर 
दिया ।” काम पर रख ेगए विद्यार्थी, जो विभिन्न विषयों से 
सम्बन्धित होते थे, गणित शिक्षण संसाधनों के उत्पादन 
से सम्बन्धित कार्यों में जटु गए । अपने कौशल के आधार 
पर, कुछ लोग चित्र बनाते थे, कुछ लोग चीज़ें काटते थे, 
अन्य लोग प्रबन्धन करते थे, वग़ैरह । इस सवु्यवस्थित 
तरीक़े  ने मथै स्पेस द्वारा इस तरह की गणित सम्बन्धी सामग्री  
(mat(h)erial) का थोक उत्पादन करना सम्भव बनाया जो 
अन्ततः दशे भर के स्कू लों में जाएगी ।

मथै स्पेस में अशंकालिक नौकरी के अवसर विद्यार्थियों 
के बीच इतने लोकप्रिय हो गए कि पिछली गर्मियों में 16 
विद्यार्थियों ने नाम दर्ज कराए! स्वाती के लिए यह बहुत 
सन्तोष की बात थी कि विद्यार्थी सलुभ और उच्च गणुवत्ता 
वाली गणित शिक्षा की खोज में इतने व्यस्त हैं और इससे 
भी ज़्यादा ख़शुी उन्हें यह दखेकर होती थी कि लोग मौजूदा 
किट के लिए नए विचार और सधुार की कोशिश करते हैं । 
स्वाती ने हसँते हुए कहा, “लोग सोच रह ेथे कि आख़िर यहाँ 
चल क्या रहा ह ै।” ऑडिटिग के एक दौर के बाद, अधिकारी 
आश्वस्त हो गए कि सब कुछ ठीक ह ै। “अब हमारी बहुत 
सख़्त सीमाए ँहैं । हम केवल 10 विद्यार्थियों को ही काम द े
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सकते हैं और हमारे पास बहुत बड़ी प्रतीक्षा सचूी ह ै।” 

इस बीच, विश्वविद्यालय की इफं्रास्ट्रक्चर मनेैजमेंट फंक्शन 
(IMF) टीम के साथ एक और रोमांचक साझदेारी पनप रही 
थी । IMF विश्वविद्यालय के कामकाज के लिए मलूभतू 
गतिविधियों की एक शृखंला के लिए ज़िम्मेदार ह,ै जिसमें 
भूमि अधिग्रहण, निर्माण, कार्यालयों की साज-सज्जा, 
प्रशासन और केन्द्र प्रबन्धन और ख़रीद शामिल ह ै। स्वाती 
ने कहा, “IMF के साथ हमारा अच्छा सम्बन्ध ह,ै जिसके 
माध्यम से हम चाय की थैलियों के डिब्बे, अनपुयोगी/ परुाने 
पोस्टर जैसी बेकार सामग्री प्राप्त कर पाते थे ।” एक समय के 
बाद, यह दखेकर उन्हें ख़शुी हुई कि मथै स्पेस एक तरह से 
अनौपचारिक संग्रहालय में बदल रहा था । “यहाँ कुछ भी 
फें का नहीं जाता ह ै। इसलिए कभी-कभी IMF के लोग यहाँ 
उन परुाने पोस्टरों की तलाश में आते हैं, जिनकी ज़रूरत 
उन्हें दस्तावेज़ीकरण के लिए होती ह ै। यह सचमचु मज़ेदार 
ह!ै” हाल ही में, जब विश्वविद्यालय ने अपने ऐतिहासिक  
40-मज़ंिला छात्रावास भवन का निर्माण परूा किया, तो IMF 
ने मथै स्पेस को उनके लिए चाबी के 40 बॉक्स बनाने की 
ज़िम्मेदारी सौंपी, ताकि चाबियों को मज़ंिलवार व्यवस्थित 
ढंग से रखा जा सके । “IMF के हमारे ग्राहकों में से एक हो 
गया, तो सामग्री प्राप्त करना बहुत आसान हो गया ह ै। वे इस 
सब में एक बहुत बड़े साझदेार हैं ।” 

मथै स्पेस का प्रभाव तेज़ी से स्पष्ट होता जा रहा ह ै। उनके द्वारा 
तैयार किए गए गणित संसाधनों को पूर्वोत्तर में काम करने 
वाले विश्वविद्यालय के शिक्षकों द्वारा वहाँ के विभिन्न स्कू लों 
में अपनाया गया । कुछ ने तो राज्य बोर्ड की पाठ्यपसु्तकों में 
भी स्थान बनाया । 

मैंने स्वाती से पछूा कि 3डी प्रिंटिग और बड़े पैमाने पर 
उत्पादन के इस यगु में, क्या वे अपनी सोच में बदलाव लाते 
हुए प्लास्टिक और अन्य कृत्रि म सामग्रियों से बने टूलकिट 
की तरफ़ आकर्षित हुई हैं । क्या उनका उत्पादन जल्दी नहीं 
होगा, ये लम्बे समय तक नहीं चलेंगे और उन्हें कचरे को 
इकट्ठा करने और रीसाइकल करने की परेशानी से राहत नहीं 
मिलेगी? “हमारे संसाधन लम्बे समय तक चलते हैं,” उन्होंने 
ज़ोर दकेर कहा । यह दावा करने के अलावा, उन्होंने बताया, 
परूा मदु्दा शिक्षकों और विद्यार्थियों को यह समझने में समर्थ 

बनाना था कि वे इन सामग्रियों को फिर से बना सकते हैं । 
“आप इसे तोड़ते हैं, आप इसे ठीक करते हैं । यह इतना सरल 
ह ै। ऐसा नहीं ह ैकि अगर वे इसे तोड़ते हैं, तो उन्हें सज़ा के 
तौर पर कोने में खड़ा होना पड़ेगा । इसलिए हम इसे अपने 
आस-पास उपलब्ध कम लागत वाली या बिना लागत वाली 
सामग्रियों से बनाते हैं ।”

लागत का मामला यहाँ विशषे रूप से प्रासंगिक ह ै। 
“हमारी सामग्री के प्रभावी होने के लिए, 30 की कक्षा में  
कम-से-कम 6 सेट होने चाहिए । किस सरकारी स्कू ल के पास 
हर सामग्री के छह सेट ख़रीदने का बजट ह?ै” स्वाती ने अपने 
एक परू्व बीएससी-बीएड गणित के विद्यार्थी के उदाहरण से 
इसे स्पष्ट किया, जिसने अपने स्कू ल में ‘गणित प्रयोगशाला’ 
के परिदृश्य को उसके साथ साझा किया था । “मैं तो उसे 
‘गणित का मन्दिर’ कहूगँा! विद्यार्थियों को वहाँ एक क़तार 
में ले जाया जाता था, उन्हें कुछ भी छूने की अनमुति नहीं 
थी, वे बस एक बार दर्शन करते हैं और फिर कक्षा में वापस 
चले जाते हैं ।” ऐसी कहानियाँ स्वाती जैसे शिक्षकों के मन 
में काँटे की तरह चभुती हैं । “ऐसी गणित प्रयोगशाला की 
क्या सार्थकता ह?ै विद्यार्थियों को सामग्री के साथ खलेना 
चाहिए, चीज़ों को इधर-उधर करना चाहिए, उन्हें जोड़ना 
चाहिए और कहना चाहिए ‘ओह! यह हो गया!’ या ‘दखेो 
मैंने क्या बनाया!’ ।” 

अपने अस्तित्व में आने के 10 साल बाद, मथै स्पेस जीवन्त 
विश्वविद्यालय एकोसिस्टम के ताने-बाने का एक अभिन्न 
अगं बन गया ह ै। इसके अलावा अभी और भी बहुत कुछ 
होना बाक़ी ह ै। स्वाती ने विस्तार से बताया, “हम विभिन्न 
अवधारणाओ ं और रचनाओ ं को पेश करने के लिए 
व्याख्याओ,ं अन्वेषणों, पोस्टरों, वीडियो, वर्क शीट्स और 
एनिमटेेड प्रस्तुतियों पर काम कर रह ेहैं । हमें उम्मीद ह ैइसमें 
हम भविष्य में गेम भी शामिल करने में सफल होंगे ।” अब 
एक वेबसाइट https://sites.google.com/apu.edu.
in/mathspace/home भी ह,ै जहाँ इनमें से कई संसाधनों 
का दस्तावेज़ीकरण किया जा रहा ह ै। ज़ाहिर ह,ै यह केवल 
शरुुआत ह ै। “ओह और यह हमारा आख़िरी पड़ाव नहीं होने 
जा रहा ह,ै” स्वाती ने मझु ेयाद दिलाया । “आगामी कैम्पस 
कॉमन्स हमारा स्थाई घर होगा ।”

नन्दिता जयराज एक स्वतंत्र विज्ञान लेखिका, साहित्यकार और लैब हॉपिग साइसं मीडिया फ़ोरम और TheLifeofScience.
com की सह-संस्थापक हैं । वर्तमान में वे अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय में एक विज्ञान संचार सलाहकार की भूमिका भी 
निभा रही हैं । उनसे nandita.jayaraj@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

अनुवाद : सबुोध जोशी   पुनरीक्षण : सशुील जोशी   कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय

https://sites.google.com/apu.edu.in/mathspace/home
https://sites.google.com/apu.edu.in/mathspace/home
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भ्रमण मथै स्पेस का
रेडी 1... 2... 3...

 पटैर्न के  जादू का अनावरण
अस्मा मेमन और जीवेश पंचभाई

अंकगणित : गिनती से लेकर माप तक

गणक दहाई 
(हाथ से बने और  

सावधानीपरू्वक चनेु गए आयाम)

फ़ाउण्डेशन स्टेज के लिए बड़ी FLU  

प्रारम्भिक चरण के लिए छोटी FLU
दाशमिक FLU

दाशमिक ऐरो कार्ड्स

भिन्नों के लिए 
जोड़-तोड़...

भिन्न-पट्टियाँऐरो कार्ड्स

लैपटॉप के खाली कार्डबोर्ड बॉक्सों को चाबियाँ रखने वाले बॉक्स में बदलना : हमें 
हाल ही में ऐसे 40 बॉक्स बनाने का ऑर्डर मिला । हमने इसकी डिज़ाइन को लेकर विभिन्न 
सम्भावनाओ ंको खगँाला । प्राप्त फ़ीडबैक के बाद डिज़ाइन को अन्तिम रूप दिया और 3 दिनों 
के भीतर सभी बॉक्स तैयार करके द ेदिए!

हमें बहुत गर्व ह ैकि लैपटॉप बॉक्स की लॉकिग सवुिधा बरकरार रखते हुए उसे काटने का मलू 
विचार एक बीएससी-बीएड गणित के विद्यार्थी द्वारा पेश किया गया, जो हाल ही में मथै स्पेस 
टीम में शामिल हुआ था!
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आकार और क्षेत्र

... कुछ और

भिन्न के भाग

गणितीय सामग्रियाँ रखने 
के लिए बनाए गए बॉक्स 

और पैकेटज्यामितीय आकृतिय ों एवं 
टैनग्राम के साथ खलेना

काटे गए भाग स्ट्रॉ से बने मॉडल 

आकृति  बनानेवाले मोड़दार आधार काग़ज़ या आकृति -जाल 

ज्यामिति और क्षेत्रमिति किट

बीजगणितीय टाइलें

त्रिभजु किट

एकल मॉडल, सभी सम्भावित 
चतरु्भुज

इसी तरह का मॉडल त्रिभजुों के 
लिए – कुछ साल बाद आया!
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वर्क शॉप शंृखला

1

4

1

2

3

4

5

प्राथमिक गणित कार्यशाला
स्टेशनरी और Mat(h)erials सहित ट्रे
प्राथमिक शृखंला के बाद 3-दिवसीय अन्वेषण कार्यशाला । A4 पेपर बॉक्स के कवर को ट्रे के रूप में इस्तेमाल करने 
पर ध्यान दें । 
उच्च प्राथमिक शृखंला के दौरान एक प्रतिभागी द्वारा बनाया गया वर्गमलू सर्पिल; इस सर्पिल से उपजे विचार ने एक 
प्रतिभागी द्वारा लिख ेगए एक लेख का रूप लिया, जिसने इस शृखंला  के बाद 3-दिवसीय अन्वेषण कार्यशाला के 
बाद एक लो फ्लोर हाई सीलिंग (LFHC) लेख तैयार किया (दोनों लेखों के लिक के लिए सन्दर्भ दखेें) । 
बीजगणितीय समानताओ ं(द्विघात) के लिए मॉडल : प्रत्येक प्रतिभागी ने दोपहर के भोजन के बाद ये मॉडल तैयार 
किए, यह सत्र mat(h)erials तैयार करने के लिए आरक्षित था ।

मथै स्पेस ने 2015-2018 तक हर महीने एक दिवसीय कार्यशालाओ ंकी तीन शृखंलाए ँ संचालित कीं, जिनमें प्राथमिक (कक्षा 
1-5), उच्च प्राथमिक (कक्षा 6-8) और माध्यमिक (9-10) प्रत्येक के लिए लगभग 7-9 सत्र थे । दोपहर के भोजन के बाद के 
सत्र आमतौर पर गणितीय सामग्री तैयार करने के लिए होते थे, प्रत्येक स्कू ल के लिए सामग्री का एक सेट । प्राथमिक और उच्च 
प्राथमिक शृखंला के बाद गर्मियों की छुट्टियों के दौरान 3-दिवसीय अन्वेषण कार्यशालाए ँआयोजित की गई ं। 

मथै स्पेस को कई राज्यों के सरकारी स्कू ल के शिक्षकों के साथ कई कार्यशालाए ँआयोजित करने के लिए आमतं्रित किया गया 
था, जिसमें Mat(h)erials तैयार करने पर विशषे ज़ोर दिया गया था ।

3

5

2

1

उत्तरकाशी में सरकारी स्कू ल 
के शिक्षकों द्वारा भिन्न के 
लिए बनाई सामग्री 

उधम सिह नगर में शिक्षकों 
द्वारा बनाए गए दशमलव 
ऐरो कार्ड

1

2

2
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फ्रे म द्वारा गणुज और 
सामान्य गणुज/समापवर्त्य 
खोजना – भाज्यता नियमों 

की ओर ले जाता है

सीएमडी - Mat(h)erials

कोण के लिए प्रतिच्छेदित वृत्त 
(intersecting circles)

विभिन्न आकारों और वितरणों की चक्रियाँ 
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Positive 2

Negative 3

1 2

3

4 5 6

छत के पंख ेके खाली बक्सों से भिन्न के भाग बनाए गए । उन्हें पंख ेके ब्लेड रखने 
के लिए इस्तेमाल किए जाने वाले प्लास्टिक कवर में पैक किया गया । कवर के दोनों 
सिरों को बन्द कर दिया गया । कवर के लम्बे सिरे काटकर खोले गए, और अलग-
अलग भिन्नों के लिए पॉकेट बनाने के लिए स्टेपल किया गया । (पोखरामा, बिहार)  

एक ऑनलाइन मथै स्पेस वर्क शॉप में भाग लेने के बाद पॉलीओमिनो (ज्यामितीय 
आकृतिय ों) से जझूते शिक्षक 

2 की शक्ति दिखाती स्ट्रॉ शाखाए ँ(पूर्वोत्तर भारत से)

मतं्रा4चेंज (M4C) द्वारा मथै स्पेस की प्राथमिक गणित कार्यशालाओ ंमें भाग लेने 
के बाद सरकारी स्कू ल में विद्यार्थियों से बनवाई गई गणित माला । M4C ने मथै 
स्पेस के काम और गणित के प्रति लगाव को दशे भर के कई राज्यों में पहुचँाया...😊

1 2 3

4

1

2

3

4

दृष्टिबाधित शिक्षार्थियों के लिए 
स्पर्शनीय Mat(h)erials 

स्पर्शनीय बीजगणितीय 
टाइलें 
स्पर्शनीय भिन्न दीवार 
स्पर्शनीय भिन्न चक्र/वृत्त 
और उसके हिस्से 
बोतल के ढक्कनों से निर्मित 
स्पर्शनीय संख्या रेखा 
स्पर्शनीय प्रोट्रैक्टर, हर 15० 
डिग्री पर 
जियोबोर्ड पर हिस्टोग्राम

1

2

3

4

5

6

मॉण्टेसरी Mat(h)erials : 

इनके बारे में अधिक जानने के लिए, 
इसी अकं में दिया गया लेख पढ़ें

गलुाबी टावर, भरेू रंग की सीढ़ियाँ, लम्बी 
छड़ों, संख्या छड़ों और सिलेंडर का पहला 

सेट और इन्हें तैयार करने वाले
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Website: https://sites.google.com/apu.edu.in/mathspace/home

मथै स्पेस वेबसाइट में निम्नलिखित भाग हैं :
•	 गणितीय सामग्रियाँ (Mat(h)erials) : पाठ्यपसु्तकें , वेबसाइटें, दृश्य-सामग्रियाँ, कम लागत वाली मॉण्टेसरी  

Mat(h)erials, विभिन्न प्रकार की किट और तथा अन्य जानकारी – जिसमें बनाने (लेआउट के साथ) और इस्तेमाल करने 
के तरीक़े का विवरण शामिल ह ै।

•	 सखं्याए ँऔर सकं्रियाए ँ: पूर्ण संख्याए,ँ भिन्न, दशमलव, पूर्णांक, परिमये संख्याए,ँ घातांक और मलू – इसका ज़ोर अर्थ 
निर्माण और प्रथम सिद्धान्तों से चरण-दर-चरण आगे बढ़ने पर ह ै। 

•	 ज्यामिति और स्थानिक समझ : 2D और 3D आकार, समरूपता (symmetry), 3D से 2D मपैिंग में विशषे रूप से 
मध्य चरण के लिए संसाधनों की एक शृखंला शामिल ह ै(एनिमटेेड पीपीटी, वर्क शीट और अन्य) ।  

•	 मापन : लम्बाई, वज़न, क्षमता आदि – और क्षेत्रमिति - 2D में : परिधि, क्षेत्रफल आदि और 3D : सतह क्षेत्रफल, आयतन 
आदि एवं पाई (π) से जडु़े सतू्रों की खोज शामिल ह ै। 

•	 पैटर्न और बीजगणित : पैटर्न, अभिव्यक्तियाँ, समीकरण, समानता और साथ ही अनपुात-समानपुात और प्रतिशत । 
•	 डेटा हैंडलिग, सांख्यिकी : माध्य, माध्यिका, बहुलक पर गहराई से नज़र – और सम्भाव्यता– चक्रियाँ, बेयस प्रमये 

(Bayes theorem), स्वतंत्रता । 

काम अभी परूा नहीं हुआ ह ै। कई संसाधनों, ख़ासतौर पर (i) विभिन्न मॉडलों के माध्यम से भिन्नों को खोजना, (ii) समीकरणों 
को हल करने के लिए बीजगणित टाइलों की धारणा का इस्तेमाल करना और (iii) कई दृश्य सामग्रियों पर काम करना शेष ह ै।

विभिन्न अवधारणाओ ंऔर निर्माणों को पेश करने के साथ-साथ उनके प्रदर्शन के लिए स्पष्टीकरण, अन्वेषण, पोस्टर, वीडियो, 
वर्क शीट और कई एनिमटेेड पीपीटी हैं । कुछ प्रूफ़ विदाउट वरड्स (PWW) हैं - और भी शामिल किए जाएगँे । हम भविष्य में एक 
गेम सेक्शन भी शामिल करने की उम्मीद करते हैं ।

References:
1. 	 Khushboo Awasthi (2017, March). Drawing A Spiral of Square Roots, At Right Angles 6(1). 39-45. https://bit.ly/3Ui2Br6
2. 	 Swati Sircar, Sneha Titus (2018, March). Newer and Newer Spirals - Open and Shut Cases, At Right Angles 7(1). 66-71.  

https://bit.ly/4dUW5xh

अनुवाद : सबुोध जोशी   पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता    कॉपी एडिटर : शहनाज़
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कक्षा में

की-वर्ड : पैटर्न, रंगोमटे्री सेट, आकार परिवार सेट, बढ़ते क्रम के पैटर्न, बढ़ते हुए पैटर्न, घटते हुए पैटर्न

गणित को प्राय: पैटर्न की भाषा के रूप में परिभाषित 
किया जाता ह ै। गणित शिक्षा के किसी भी स्तर पर पैटर्न 
का अवलोकन और उन्हें आगे बढ़ाना एक अहम कौशल 
ह ै। इसलिए इसमें कोई आश्चर्य नहीं कि राष्ट्रीय शकै्षिक 
अनसुन्धान एवं प्रशिक्षण परिषद (एनसीईआरटी) एक 
प्रमखु अधिगम प्रतिफल के रूप में ज्यामितीय और 
संख्यात्मक, दोनों पैटर्न के अवलोकन और उन्हें विस्तार 
दनेे के महत्त्व पर ज़ोर दतेी ह ै। (एनसीईआरटी, 2017)

इन अधिगम प्रतिफलों को हासिल करने के लिए, 
कक्षा 3 के लिए एनसीईआरटी की पाठ्यपसु्तक में एक 
अध्याय ‘पैटर्न के साथ खलेें’ (Play with patterns) 
दिया गया ह ै। अध्याय की शरुुआत उन दोहराव वाले 
पैटर्न से होती ह ैजो रंग के दोहराव, अनकु्रम के दोहराव, 
और किसी निश्चित कोण से किसी आकृति  के घमूने के 
दोहराव पर आधारित हैं । इसके बाद कुछ बढ़ते हुए क्रम 
के पैटर्न से परिचय कराया गया ह ै। और इसके बाद उन 
दोहराव वाले संख्या पैटर्न और बढ़ती संख्या के पैटर्न से 
परिचय कराया जाता ह ैजो छोटी संख्या जोड़ने या 10 
जोड़ने पर आधारित हैं ।

यह आलेख, उत्तराखण्ड के एक क़स्बे के एक स्कू ल 
में कक्षा 3 के तीस विद्यार्थियों को उक्त अध्याय पढ़ाने 
के अनभुव पर आधारित ह ै। इन बच्चों में से ज़्यादातर 
बच्चे क़स्बे के मध्यम वर्ग या निम्न आय परिवारों के थे ।

पहला सत्र
विद्यार्थियों को अपनी नोटबकु में वैसे पैटर्न के चित्र 
बनाने थे जो पाठ्यपसु्तक में दिए गए पैटर्न से मले खाते 
हों या उनसे प्रेरित हों । 

 

चित्र-1 : एनसीईआरटी, कक्षा-3 की पाठ्यपसु्तक में दिए गए 
पैटर्न । 

 पटैर्न के  जादू का अनावरण
अस्मा मेमन और जीवेश पंचभाई

इस लेख में, लेखकों ने कक्षा 3 में पैटर्न पर काम करने के सत्रों की योजना बनाने और सत्रों को  
लेने के अपने अनुभवों पर बात की है। इनमें उन्होंने रंगोमेट्री और आकार परिवार सेट नाम की दो 
शिक्षण-अधिगम सामग्रियों (टीएलएम) का इस्तेमाल किया। इस दौरान उन्हें अप्रत्याशित सीख  

देखने को मिली!
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सत्र को दिलचस्प और व्यवहारिक बनाने के लिए, शिक्षक 
ने विद्यार्थियों को पाँच-पाँच के छह समहूों में बाँट दिया 
और उन्हें रंगोमटे्री सेट द े दिए । इन सेटों की सहायता से, 
विद्यार्थियों से अपने ख़ुद के पैटर्न बनाने को कहा गया ।

रंगोमेट्री का इस्तेमाल करते हुए पैटर्न खोजना

रंगोमटे्री आकृतिय ों का इस्तेमाल करते हुए विद्यार्थियों 
ने तरह-तरह के पैटर्न बनाए । इनमें से कुछ विद्यार्थियों ने 
रंगोमटे्री के रंगों को पैटर्न में शामिल करने पर ध्यान केन्द्रित 
किया वहीं कुछ अन्य ने आकृतिय ों को शामिल करने पर । 
उन्हें रंगोमटे्री सेट का मिल-बाँटकर इस्तेमाल करते हुए और 
साथ में काम करते हुए परूी तरह मशग़ूल दखेना एक बेहद 
सखुद अनभुव था!

चित्र-2 : त्रिभजुों के व्युत्क्रम का इस्तेमाल करते हुए बनाया गया 
एकान्तर दोहराव वाला 2डी पैटर्न ।

टीप : विद्यार्थी ने इस पैटर्न को बनाने में आकृतियों के रंग को 
नज़रन्दाज़ करने का निर्णय लिया था ।

पाठ्यपसु्तक और नोटबकु में क्रेय ॉन से बनाए गए पैटर्न, 
दोनों द्विविमीय (2डी) पैटर्न पर केन्द्रित हैं । इसलिए, शिक्षक 
की अपेक्षा थी कि रंगोमटे्री से भी बच्चे इसी तरह के 2डी 
पैटर्न बनाएगँे । हालाँकि, शिक्षक को तब आश्चर्य हुआ 
जब विद्यार्थियों ने त्रिविमीय (3डी) पैटर्न बनाने के लिए 
आकृतिय ों की थप्पियाँ जमाना शरुू कर दिया ।

चित्र-3 : वर्गों के रंग और स्थिति का इस्तेमाल करते हुए बनाया 
गया एकान्तर दोहराव वाला 3डी पैटर्न । 

दूसरा सत्र 
इस सत्र में, शिक्षक ने विद्यार्थियों को बढ़ते और घटते हुए 
पैटर्न से रूबरू कराने की योजना बनाई । रंगोमटे्री सेट की 
कमी के चलते, शिक्षक ने रंगोमटे्री के साथ आकार परिवार 
सेट मिलाकर दनेे का फ़ै सला किया । रंगोमटे्री के उलट, 
आकार परिवार सेट की आकृतिय ों के आकार (साइज़) 
अलग-अलग होते हैं, जिसने विद्यार्थियों को ख़ुद से बढ़ते 
और घटते हुए पैटर्न बनाने के लिए दिशा दी ।
आकार परिवार का इस्तेमाल करते हुए पैटर्न का पता 
लगाना
यहाँ कुछ पैटर्न दिए गए हैं :

चित्र-4 : आकार परिवार के वर्गों का इस्तेमाल करते हुए बनाया 
गया घटता हुआ पैटर्न (नीच ेसे शरुू होता हुआ) । 

चित्र-5 : अलग-अलग संख्या में आयताकार टुकड़ों की थप्पी 
जमाकर बनाया गया बढ़ता हुआ पैटर्न (दाए ँसे बाए)ँ ।

टीप : यहाँ इस बात की परूी सम्भावना ह ैकि विद्यार्थियों ने 
प्रत्येक अगली थप्पी में बढ़ाए जा रह ेआयताकार टुकड़ों की 
संख्या पर ध्यान न दिया हो ।

शरुुआत में, विद्यार्थी ने थप्पियों में आयत की संख्या 1-1 से 
बढ़ाई, अर्थात 1, 2, 3, 4, आयतों की थप्पियाँ थीं, लेकिन 
इसके बाद 5 आयत वाली कोई थप्पी नहीं थी । इसलिए ऐसा 
लगता ह ैकि उनका ध्यान थप्पी की ऊँचाई बढ़ाने पर था न 
कि संख्याओ ंपर ।

चित्र-6 : प्रत्येक थप्पी में वर्गों की संख्या बढ़ाते हुए  
बनाया गया पैटर्न । 



12 अज़ीम प्रेमजी यनूिवर स्िटी एट राइट एंगल्स, नवम्बर 2024

कक्षा में

एक सरोकार और इसे सम्बोधित करने की रणनीतियाँ

तभी विद्यार्थियों ने इस बात पर ध्यान दिया कि इन शिक्षण-
अधिगम सामग्रियों का इस्तेमाल चहेरे, मोर आदि जैसे चित्र 
बनाने में किया जा सकता ह ैऔर कई विद्यार्थियों ने इन्हें 
बनाना भी शरुू कर दिया!

चित्र-7 : रंगोमटे्री और आकार परिवार सेट का इस्तेमाल कर एक 
विद्यार्थी द्वारा बनाया गया चहेरा ।

ऐसे मौक़ों पर, निर्देशों का पालन नहीं करने के लिए 
विद्यार्थियों को डाँटना ठीक नहीं ह ै। पैटर्न के अर्थ और 
सामग्री के इस्तेमाल को लेकर उन्हें सनुाना-समझाना व्यर्थ 
हो सकता ह ै। लेकिन, इसे पैटर्न क्या ह,ै इसकी सहज समझ 
विकसित करने के एक मौक़े  के रूप में दखेा जा सकता ह ै। 
पैटर्न की शरुुआती कुछ आकृतिय ाँ बनाना और विद्यार्थियों 
को इसी के अनसुार दूसरी आकृतिय ाँ बनाने के लिए कहने से 
मदद मिल सकती ह ै। किसी आकृति  को चनुना और पछूना 
कि इस आकृति  को पैटर्न में आगे क्यों या क्यों नहीं रख सकते 
हैं, उत्सुकता पैदा करने में मदद कर सकता ह ै। साथी विद्यार्थी 
के काम का उदाहरण दनेा भी सहज समझ का विकास करने 
में मददगार हो सकता ह ै। हालाँकि, शिक्षक को यह ध्यान 
रखना चाहिए कि ऐसा करते समय किसी से उनकी तलुना 
न की जा रही हो । इस प्रकार, शिक्षण-अधिगम सामग्री के 
ग़लत इस्तेमाल की छिटपटु घटनाओ ंका इस्तेमाल सीखने 
के अवसरों के लिए किया जा सकता ह ै।

परेू सत्र के दौरान विद्यार्थियों को मशग़ूल रखने के लिए यह 
महत्त्वपूर्ण ह ैकि शिक्षकों द्वारा बच्चों से समदृ्ध बातचीत की 
जाए, और उनसे बातचीत को आगे बढ़ाने वाले प्रासंगिक 
सवाल पछेू जाए ँ। प्रत्येक बच्चे द्वारा बनाए गए पैटर्न के इर्द-
गिर्द बातचीत की जा सकती ह ैकि कैसे दो पैटर्न समान या 
अलग हैं । और इस प्रकार के सवाल पछेू जा सकते हैं:, “क्या 
पैटर्न की पहली तीन आकृतिय ों को समान रखते हुए एक 
अलग पैटर्न बनाया जा सकता ह?ै”, “असल में यहाँ क्या 
बढ़ या घट रहा ह?ै ”, “आप इस पैटर्न को एक बढ़ते पैटर्न में 
बदलने के लिए क्या करेंगे? ” आदि । इन सबसे विद्यार्थियों 
को पैटर्न के साथ बेहतर तरीक़े  से जोड़ा जा सकता ह ै।

सत्रों के दौरान शिक्षण-अधिगम सामग्री के इस्तेमाल से कई 
आश्चर्यजनक पल आए । नीच ेदिए गए पैटर्न कार्य करते हुए 
सीखने का सबतू पेश करते हैं । 

चित्र-8 : चतरु्भुजीय आकृतिय ों को घड़ी की सईु की विपरीत दिशा 
में घमुाकर बनाया गया पैटर्न ।

यहाँ एक विद्यार्थी ने यह पैटर्न बनाया जिसमें अगली 
चतरु्भुजीय आकृति  को रखने के लिए प्रत्येक चतरु्भुजीय 
आकृति  को घड़ी की सईु की विपरीत दिशा में घमुाया 
गया ह ै।

साथ ही, विद्यार्थी ने एक साथ दो कसौटियों, रंग और उनके 
घमूने, का इस्तेमाल किया ह ै। इसी तरह, नीच ेदिए गए पैटर्न 
में एक साथ कई कसौटियों का इस्तेमाल किया गया ह ै।

चित्र-9 : आयताकार टुकड़ों का इस्तेमाल करके बनाया गया घटता 
हुआ पैटर्न जहाँ रंग और स्थिति का भी एक पैटर्न ह ै।

यह सब उससे परे था जिसकी अपेक्षा शिक्षक ने तीसरी कक्षा 
के विद्यार्थी द्वारा बनाए जाने वाले किसी पैटर्न से की होगी । 
असल में, विद्यार्थियों के स्वय से सामग्री के समझने और 
उनके इस्तेमाल करने दनेे के शिक्षक के शकै्षिक निर्णय ने 
विद्यार्थियों को रचनात्मक बनने और सामग्रियों की क्षमता 
पहचानने के लिए प्रेरित किया । इससे उन्हें, जैसा कि 
मॉण्टेसरी का सीखने का सिद्धान्त कहता ह,ै अपने माहौल 
को समझने का चनुाव करने की आज़ादी मिली । (फ़रयादी, 
2007)
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निष्कर्ष
अन्त में, इस कक्षा ने इस बात का एक उम्दा उदाहरण पेश 
किया कि कैसे गतिविधि योजना और शिक्षण-अधिगम 
सामग्री का उपयकु्त चयन सीखने का एक ऐसा माहौल बना 
सकता ह ैजहाँ विद्यार्थी अपनी रचनात्मकता का इस्तेमाल 
करके और अपनी क्षमता का पता लगाकर सीखते हैं । साथ 
ही, यहाँ यह ध्यान रखना ज़रूरी ह ैकि प्रत्येक विद्यार्थी के 
लिए पर्याप्त सामग्री उपलब्ध हो । उदाहरणार्थ, इस कक्षा 
में हमने पाँच विद्यार्थियों के प्रत्येक समहू को कम-से-कम 
एक रंगोमटे्री सेट और एक आकार परिवार का सेट दनेे का 
प्रयास किया । इससे उन्हें रंगों, आकृतिय ों और आकारों 
का इस्तेमाल करने की पर्याप्त गुंजाइश मिली । हालाँकि, 
सामग्री की कमी की स्थिति में, विद्यार्थियों ने ज़रूरी रंग और 
आकृतिय ों को साझा करके एक-दूसरे की मदद की । इस 
प्रकार, इस गतिविधि ने समहूकार्य करने के साथ ही कक्षा 
का आपसी तालमले सधुारने में भी मदद की । इन सत्रों ने 
रंग और आकृतिय ों के प्रति बच्चों की संवेदनशीलता को 
उभारा । किसी भी शिक्षण-अधिगम सामग्री में इसे शामिल 
करने से सीखने का अनभुव बेहतर हो सकता ह ै।

आभार : लेखकद्वय इस आलेख के सम्पादन में मदद के लिए क्षमा चक्रवर्ती को धन्यवाद दतेे हैं ।

चित्र-10 : विद्यार्थियों के कामों की विविधता का प्रदर्शन ।

जीवेश पंचभाई ने एचएनबी गढ़वाल विश्वविद्यालय से भौतिकी में एमएससी और बीएड किया ह ै। वर्तमान में, वे अज़ीम 
प्रेमजी स्कू ल, उत्तरकाशी में गणित और विज्ञान शिक्षक के तौर पर काम कर रह ेहैं । उन्हें खाना बनाना और शतरंज खलेना 
पसन्द ह ै। जीवेश से jivesh.panchbhai@azimpremjifoundation.org पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

अस्मा मेमन अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय, बेंगलरूु की परू्व छात्रा हैं । वर्तमान में, वे ममु्बई स्थित शिक्षा अकादमी में 
एक प्राथमिक गणित शिक्षक हैं । उन्हें ऐसे टूल और गतिविधियों को डिज़ाइन करने और लाग ूकरने में आनन्द आता 
ह ै जो स्कू ली गणित को व्यवहारिक अनभुव और दृश्य पहलओु ं से जोड़ते हैं । इसके अलावा, कॉलेज में गणित की 
पढ़ाई करने के दौरान उन्होंने दिए गए डेटा में पैटर्न और वितरण का विश्लेषण करने का भी अनभुव लिया । अस्मा से  
asma.memon20ug@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

अनुवाद : अतलु अग्रवाल           पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता
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की-वर्ड : एल्गोरिदम, अनकु्रम, फ़्लो, प्रक्रियाए,ँ कोड 

एल्गोरिदम क्या है?
क्या आपने कभी सोचा ह ैकि आपका पसन्दीदा वीडियो 
गेम कैसे काम करता ह?ै ये उपकरण या एप एक ख़ास 
प्रोग्रामिगं भाषा में दिए गए कोड, जिसे कम्प्यूटर समझता 
ह,ै को समझकर काम करते हैं । यह कोड कम्प्यूटर को 
निर्देश दतेा ह,ै जिससे आप एप का इस्तेमाल कर पाते हैं 
या गेम खले पाते हैं । किसी ख़ास काम को करने के लिए 
निर्देशों के इस समहू को ही एल्गोरिदम कहा जाता ह ै। 
हालाँकि, एल्गोरिदम कहलाने के लिए निर्देशों के समहू 
की एक स्पष्ट शरुुआत और एक अन्त होना चाहिए, 
अन्यथा आपका एल्गोरिदम ऐसा होगा, जिसका कोई 
अन्त ही नहीं होगा! 

एल्गोरिदम केवल कम्प्यूटरों के लिए ही नहीं होते, हम 
इन्सान उनका इस्तेमाल अपनी रोज़मर्रा की ज़िन्दगियों में 
हमशेा ही करते हैं! आइए इसे एक सरल उदाहरण की 
मदद से समझते हैं कि हम इनका इस्तेमाल कैसे करते हैं : 
मान लीजिए कि आप एक स्वादिष्ट नाश्ता बनाना चाहते 
हैं – गड़ु और घी वाली एक रोटी । इसे बनाने के लिए 
आप इन चरणों का पालन करेंगे : 

1. एक रोटी लें । 

2. इस पर एक चम्मच घी लगाए ँ। 

3. थोड़ा गड़ु कद्दूकस कर लें । 

4. रोटी पर कद्दूकस किया हुआ गड़ु बरुकें  । 

5. रोटी की पुंगी बना लें । 

अब आपका स्वादिष्ट नाश्ता तैयार ह ै। इसका आनन्द 
लीजिए!

रोटी, घी और गडु़ के साथ ।

एल्गोरिदम ज़रूरी क्यों हैं? 
एल्गोरिदम सभी जगह हैं! ये समस्याओ ं को 
कुशलतापरू्वक हल करने में कम्प्यूटरों, रोबोटों और यहाँ 
तक कि लोगों की भी मदद करते हैं । एल्गोरिदम सटीक 
निर्देशों का एक समहू होता ह,ै जो यह सनुिश्चित करता ह ै
कि कोई काम हर बार एक ही ढंग से और सही तरीक़े से 
किया जाए । क्योंकि किसी मशीन को भी इनका पालन 
करना होता ह,ै इसलिए इन्हें बहुत स्पष्ट होना चाहिए, 
यानी इनके एक से अधिक अर्थ नहीं होने चाहिए! 

एल्गोरिदम बार-बार किए जाने वाले कार्यों को 
स्वचालित करने और उन कार्यों के हर बार एक जैसे 
परिणाम सनुिश्चित करने में विशषे उपयोगी होते हैं । 
एल्गोरिदम किसी रेसिपी की तरह होता ह ै: अगर निर्देश 
स्पष्ट और सटीक हैं तो चाह े कोई भी उसे बनाए, हर 

एल्गोरिदम स ेपरिचय
अनुष्का टोनापी

यह लेख एल्गोरिदम (कलन विधि) की अवधारणा और उनके महत्त्व की पड़ताल करता 
है, व हमारी रोज़मर्रा की ज़िन्दगी में और गणित में इनके इस्तेमाल के विभिन्न उदाहरण 

प्रस्तुत करके हमारा मार्गदर्शन करता है । 
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बार व्यंजन का स्वाद एक-सा होना चाहिए । निर्देशों का एक 
स्पष्ट रूप से परिभाषित क्रम दिए जाने पर मशीनें दोहराए 
जाने वाले कामों को कर सकती हैं – उस स्थिति में कार्य 
को दोहराने पर परिणाम हर बार एक-सा होगा । कार्यों को 
स्वचालित करने के लिए एल्गोरिदम का इस्तेमाल करने से 
थकान या बोरियत की वजह से कोई मानवीय गलतियाँ नहीं 
होतीं । इसकी वजह यह होती ह ैकि मशीनें निर्देशों का पालन 
हर बार एक ही तरह से करती हैं । 

इसका यह मतलब ह ैकि गड़ु वाली रोटी बनाने के निर्देशों 
का  मौजूदा एल्गोरिदम असल में एल्गोरिदम नहीं ह,ै क्योंकि 
अलग-अलग लोग इन निर्देशों के अपने हिसाब से अलग 
मतलब निकाल सकते हैं । उदाहरण के लिए, पहला निर्देश, 
‘एक रोटी लीजिए,’ पर्याप्त जानकारी नहीं दतेा । इस निर्देश 
को बेहतर करने का एक तरीक़ा यह होगा कि रोटी के 
आकार, मोटाई और इसमें लगने वाली सामग्री के बारे में 
विस्तार से बताया जाए । हम इसे फिर से इस तरह लिख सकते  
हैं : “लगभग 5 सेंटीमीटर त्रिज्या और 2 मिलीमीटर मोटाई 
वाली आटे की एक पकी हुई रोटी लें ।” दूसरे निर्देश को 
भी स्पष्टता प्रदान करने के लिए उसमें यह जोड़ा जा सकता  
ह ै : “एक बड़ा चम्मच शदु्ध घी लें और इसे रोटी के एक 
तरफ़ समान रूप से फैलाए ँ।” बाकी बच ेहुए चरणों में आप 
थोड़ा-बहुत बदलाव करके उन्हें सटीक और स्पष्ट बनाने की 
कोशिश कीजिए । 

जैसा कि आप दखे सकते हैं, एल्गोरिदम के बग़ैर, हमारी 
दनुिया कहीं ज़्यादा आपा-धापी भरी और बहुत कम 
आनन्ददायक होगी । एल्गोरिदम के बारे में सीखकर आप 
समस्याओ ंको बेहतर तरीक़े  से सलुझाने की समझ हासिल 
करने की शरुुआत कर सकते हैं, चाह ेवे समस्याए ँगणित की 
हों, विज्ञान की हों या रोज़मर्रा की ।  

एल्गोरिदम को सीखने की शुरुआत 
सवाल : क्या किसी एक समस्या को सलुझाने के कई 
एल्गोरिदम हो सकते हैं? 

हाँ, किसी एक समस्या को सलुझाने के कई एल्गोरिदम हो 
सकते हैं! उदाहरण के लिए, मान लीजिए कि आप अपने 
घर से स्कू ल जाने की कोशिश कर रह ेहैं । आप या तो स्कू ल 
की बस ले सकते हैं, या अपनी साइकिल चलाकर स्कू ल जा 
सकते हैं । दोनों ही तरीक़े आपको स्कू ल पहुचँा देंगे, लेकिन 
हरेक के लिए चरणों के अलग समहू की, या दूसरे शब्दों में 
कहें तो एक अलग एल्गोरिदम की ज़रूरत पड़ेगी ।

सवाल : क्या हम एल्गोरिदम के बग़ैर हम किसी 
समस्या को सलुझा सकते हैं? 

हालाँकि, हमें यह लग सकता ह ैकि हम किसी एल्गोरिदम 
के बग़ैर समस्याओ ं को सलुझा सकते हैं, ऐसा अकसर 
इसलिए होता ह ैक्योंकि हम जिन चरणों का पालन कर रह े
होते हैं उन्हें सचतेन रूप से दर्ज़ नहीं कर रह ेहोते हैं । एक 
स्पष्ट एल्गोरिदम के बिना, किसी समस्या को सलुझाते समय 
हम ख़दु को चरणों को दोहराते हुए पा सकते हैं । केवल 
इतना ही नहीं, हो सकता ह ैकि हम समस्या को सलुझाने के 
सबसे प्रभावी तरीक़े  की पहचान न कर पाए ँया उसे याद न 
रख पाए ँऔर वैसी ही किसी समस्या को हल करते समय 
हमें उसे सलुझाने के चरणों को दोबारा सोचना पड़े । किसी 
समस्या को सलुझाते समय हमें उसे सलुझाने के चरणों के 
एक व्यवस्थित अनकु्रम का इस्तेमाल करना चाहिए । हम 
समस्या को पढ़ते हैं, जानकारी का विश्लेषण करते हैं, और 
समस्या को सलुझाने के लिए एक योजना बनाते हैं । इसके 
बाद, हम इस योजना को क्रियान्वित करते हैं और जवाब 
पता करते हैं । आइए एल्गोरिदम के बारे में और अधिक 
जानने के लिए कुछ मज़ेदार गतिविधियों पर ग़ौर करें । हम 
कहानियों, खलेों और गतिविधियों के माध्यम से एल्गोरिदम 
के बारे में जानेंगे, जो एल्गोरिदम के बारे में सीखने को अपना 
पसन्दीदा खले खलेने जितना ही रोचक बना दतेे हैं ।

गतिविधि 1 : कहानी पाठ - ‘प्यासा कौआ’
उद्देश्य : कहानी के पात्र समस्याओ ंको सलुझाने के लिए 
एल्गोरिदम का इस्तेमाल कैसे करते हैं इसे कहानियों का 
इस्तेमाल करके बताना ।
कहानी : गर्मियों की एक गरम दोपहर थी और कौआ प्यासा 
था । उसे एक मिट्टी का घड़ा दिखता ह,ै जिसमें थोड़ा-सा ही 
पानी था । वह उस घड़े के महुाने पर बैठ जाता है । वह पानी 
पीने के लिए अपनी लम्बी चोंच घड़े के अन्दर डालता ह,ै 
लेकिन उसकी यह कोशिश व्यर्थ जाती ह ैक्योंकि पानी घड़े 
की तली में था, इसलिए उस तक पहुचँकर पानी पीना उसके 
लिए ममुकिन नहीं था!  

प्यासा कौआ 
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कौआ अपने आस-पास दखेता ह,ै उसकी छोटी और 
चमकदार आखँें ज़मीन पर मौजदू हर चीज़ का निरीक्षण 
करती हैं । उसे पास ही कंकड़ों का एक ढेर नज़र आता है । 
वह घड़े के महुाने से फुदककर नीच ेआता ह,ै अपनी चोंच 
से एक कंकड़ को उठाता ह ैऔर फुदककर फिर से घड़े के 
मुहँ पर बैठ जाता है । छपाक की आवाज़ के साथ वह एक 
कंकड़ को घड़े में डालता ह ैऔर ऐसा तब तक करता रहता 
ह ैजब तक कि पानी उसके पीने लायक स्तर तक नहीं पहुचँ 
जाता । कौआ ख़ूब मन भरकर पानी पीता ह ैऔर तरोताज़ा 
होकर उड़ जाता है । 

आइए प्यासे कौए ने अपनी समस्या का जो समाधान 
निकाला उसे एक एल्गोरिदम में व्यवस्थित करें : 

कौए का एल्गोरिदम 
1.	 एक कंकड़ खोजें । 
2.	 उसे घड़े में डालें ।  
3.	 अपनी चोंच को घड़े के अन्दर डालकर पानी का  

स्तर नापें । 
4.	 अगर पानी का स्तर इतना न हो कि आपकी चोंच 

उस तक पहुचँ पाए, तो 1 से लेकर 3 तक के चरणों  
को दोहराए ँ। 

5.	 अगर पानी का स्तर इतना हो कि आपकी चोंच उस तक 
पहुचँ जाए, तो इतना पानी पी लें कि आपकी प्यास परूी 
तरह बझु जाए!

चर्चा : चरणों की यह सचूी कौए की प्यास बझुाने के लिए 
उसका एल्गोरिदम ह ै। हरेक चरण का अच्छी तरह से पालन 
करके, कौआ पानी की कमी से ख़दु को बचा सकता ह!ै 

सवाल : क्या होगा अगर कौआ अपने एल्गोरिदम के किसी 
एक चरण को भलू जाता ह,ै जैसे कि एक कंकड़ डालने के 
बाद पानी के स्तर को न जाँचना? सभी चरणों का सही क्रम 
में पालन करना ज़रूरी क्यों ह?ै 

क्या आप किसी भिन्न एल्गोरिदम के बारे में सोच सकते हैं, 

जिसका इस्तेमाल कौआ इस समस्या के समाधान के लिए 
कर सकता था? क्या होता अगर आस-पास कंकड़ होते ही 
न? उदाहरण के लिए, क्या वह अपनी चोंच मारकर पानी 
पीने के लिए घड़े में छेद करता? 

गतिविधि 2 : नतृ्य का एल्गोरिदम 
उद्देश्य : नतृ्य के चरणों और उनके क्रम के बारे में जानना । 

खेल : हम एक सरल से नतृ्य के चरणों को लिखेंगे और 
फिर एक साथ उनका पालन करेंगे । हम छोटे बच्चों की 
लोकप्रिय कविताओ/ंगीतों के चरणों का भी पालन कर 
सकते हैं । उदाहरण के लिए, ‘लबूी ल’ू गाने के बोल को 
नतृ्य के निम्नलिखित एल्गोरिदम में व्यवस्थित कर सकते हैं : 

नतृ्य के चरण 
1.	 अपने दोनों हाथों को ज़मीन के समानान्तर फैलाकर खड़े 

हो जाए ँ। 
2.	 अपना दायाँ हाथ ऊपर उठाए ँ। 
3.	 इसे ऊपर-नीच ेहिलाए ँ। 
4.	 एक बार गोल घमू जाए ँ। 
5.	 अपना बायाँ हाथ ऊपर उठाए ँ। 
6.	 इसे ऊपर-नीच ेहिलाए ँ। 
7.	 एक बार फिर गोल घमू जाए ँ। 

निर्देश 
1.	 चरणों को किसी बोर्ड या काग़ज़ पर लिख लें ।  
2.	 किसी गाने या धनु के अनसुार हरेक चरण का धीरे-धीरे 

अभ्यास करें । 
3.	 सभी चरणों को एक साथ मिलाए ँऔर नतृ्य करें । 

चर्चा : नतृ्य के एल्गोरिदम का पालन करके, आप नतृ्य में 
शामिल चरणों को याद रख सकते हैं और उन्हें सही क्रम में 
कर सकते हैं । अगर आप चरणों में घाल-मले कर देंगे, तो 
नतृ्य वैसा नहीं रह जाएगा, जैसा यह पहले था । इससे पता 
चलता ह ै कि किसी एल्गोरिदम के चरणों का क्रम ज़रूरी 
क्यों होता ह ै। थोड़े बहुत संगीत के साथ एल्गोरिदम पर नतृ्य 

नतृ्य के चरण

करना सनुिश्चित करें! आप अपनी पसन्द का 
कोई भी संगीत इस्तेमाल कर सकते हैं, लेकिन 
अगर आप एक ऐसा संगीत चनुें, जिसके बोल 
में डांस के स्टेप्स या शरीर को हिलाना-डुलाना 
शामिल हो तो ज़्यादा बेहतर होगा ।
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1. 15-20 बीज इकट्ठे करें । 3. 20 प्रतिशत खाद मिलाए ँ। 

4. अपनी तर्जनी उंगली (index 
finger) से इसमें 5-6 छेद कर दें ।

6. छेदों को मिट्टी से ढँक दें ।

7. सींचने के कनस्तर से बीज में 
पानी डालें ।

5. हरेक छेद में 3-4 बीज बो दें । 

8. गमले को एक ऐसी जगह पर रख दें जहाँ 
हल्की-सी धपू आती हो और रोज़ाना इसमें 

पानी डालें ।

9. पौध ेको अकुंरित होते और 
बढ़ते हुए दखेें ।

2. 30 सेंटीमीटर व्यास (diameter) और 
20 सेंटीमीटर ऊँचाई वाला एक गमला लें 
और इसके आध े से ज़्यादा (70 प्रतिशत) 
हिस्से में मिट्टी भर दें ।

गतिविधि 3 : बीज बोने का एल्गोरिदम 
उद्देश्य : किसी बीज को बोने के लिए एक एल्गोरिदम का इस्तेमाल करें और पौध ेके बढ़ने का अवलोकन करें । 

‘बीज बोने का’ एल्गोरिदम 

चर्चा : चरणों के क्रम और हरेक क्रम का महत्त्व ।  
•	 अगर चरण 3 छोड़ दिया जाए तो क्या होगा? 
•	 अगर चरण 8 छोड़ दिया जाए तो क्या होगा? 
•	 अगर चरण 6 को चरण 5 से पहले कर दिया जाए तो क्या होगा?



18 अज़ीम प्रेमजी यनूिवर स्िटी एट राइट एंगल्स, नवम्बर 2024

कक्षा में

गतिविधि 4 : प्रतिदिन के एल्गोरिदम 

उद्देश्य : दनैिक गतिविधियों में एल्गोरिदम की पहचान करें । 

अभ्यास : आइए कुछ दनैिक गतिविधियों के बारे में सोचें 
और उन्हें एल्गोरिदम में विभाजित करें । 

उदाहरण 1 : दाँतों में ब्रश करना 
1.	 अपना टूथब्रश लें । 
2.	 ब्रश पर टूथपेस्ट लगाए ँ। 
3.	 टूथब्रश को नल के पानी में भिगोए ँ। 
4.	 अपने दाँतों में दो मिनट तक ब्रश करें । (नोट : इस चरण 

के लिए भी आप एक एल्गोरिदम बना सकते हैं!) 
5.	 पानी से कुल्ला कर लें । 
6.	 अपने टूथब्रश को साफ़ कर लें और इसे इसकी जगह पर 

वापस रख दें ।

उदाहरण 2 : अपने स क्ू ल का बस्ता पैक करना 
7.	 स्कू ल की अपनी सभी किताबों को इकट्ठा करें । 
8.	 अपना टाइम टेबल जाँच लें । 
9.	 टाइम टेबल के मतुाबिक किताबों को अपने बैग में रखें । 
10.	पेंसिल रखने के अपने डिब्बे को बैग में रखें । 
11.	यह दखे लें कि आपकी पेंसिल की नोक बनी हो, और 

आपके पास एक रबड़ हो । 
12.	यह दखे लें कि आपका लंच बॉक्स और पानी की 

बोतल आपके पास हो । 
13.	अपने बैग की चने बन्द कर लें । 

चर्चा : इन कार्यों को सरल चरणों में विभाजित करके, 
आप इन्हें ज़्यादा प्रभावी ढंग से परूा कर सकते हैं और 
आपको जो कुछ भी करना ह,ै उसे याद रख सकते हैं । 

एल्गोरिदम के साथ गणित का एक खेल 

पहला खेल : पैटर्न की पहचान के माध्यम से पहली n 
प्राकतिक सखं्याओ ंका योग 

उद्देश्य : पहली 100 प्राकृति क संख्याओ ंका योग निकालना 

एल्गोरिदम 

1.	 आप समस्या को ब्लैकबोर्ड पर लिख लें : 
       1 + 2 + 3 + ... + 100 

2.	 विद्यार्थियों से पछूें कि क्या उनको इस अनकु्रम में कोई 
पैटर्न नज़र आ रह ेहैं । 

3.	 समस्या के नीच ेएक पंक्ति जोड़ें : 100 + 99 + 98 
+ ….. + 1 

4.	 विद्यार्थियों से पछूें कि क्या उनको इस अनकु्रम में कोई 
पैटर्न नज़र आ रह ेहैं ।  

5.	 संख्याओ ंकी जोड़ियों को बोर्ड पर लिखें : 
	 (1 + 100), (2 + 99), (3 + 98), ..., (50 + 51) 
6.	 इस पैटर्न की पहचान करें कि इन सभी जोड़ियों का 

योग एक ही संख्या यानी 101 ह ै।  
7.	 चर्चा करें कि ऐसी कितनी जोड़ियाँ हैं । 
8.	 जोड़ियों की संख्या और 101 का गणुनफल ज्ञात करें । 
9.	 पता करें कि यह गणुनफल अनकु्रम के योग से कैसे 

सम्बन्धित ह ै। 
10.	 इसी पैटर्न को लाग ूकरके और एक सूत्र बनाकर पैटर्न 

को अन्य संख्याओ ंके लिए सामान्यीकृत करने की 
कोशिश करें! 
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शिक्षक के लिए निर्देश 

चर्चा करें कि किस तरह से पैटर्न की पहचान करने से किसी एल्गोरिदम के चरण तैयार करने में मदद मिलती ह ै। जब 
विद्यार्थी किसी पैटर्न की पहचान करते हैं, तो वे मलू रूप से समस्या को सरल और ऐसे हिस्सों में बाँट रह ेहोते हैं, जिन्हें 
दोहराया जा सके । उदाहरण के लिए, अनकु्रम (5, 10, 15, 20…) में, यदि विद्यार्थी यह ध्यान दें कि हरेक संख्या पिछली 
संख्या से 5 अधिक ह,ै तो यह पैटर्न इस अनकु्रम से सम्बन्धित समस्याए ँसलुझाने में उनकी मदद कर सकता ह ै। इसी तरह 
से, किसी एल्गोरिदम का उद्देश्य किसी जटिल समस्या को निर्देशों या चरणों की एक शृखंला में विभाजित करना होता ह,ै 
जिनका पालन करने पर उन्हें समस्या के एक प्रभावी समाधान तक पहुचँने में मदद मिलती ह ै। एल्गोरिदम के सन्दर्भ में, 
पैटर्न की पहचान करना बहुत ज़रूरी होता ह,ै क्योंकि इससे विद्यार्थियों को जटिल समस्याओ ंको ऐसे कार्यों में विभाजित 
करने में मदद मिलती ह,ै जो सरल हों और जिन्हें करना आसान हो । डेटा को क्रम में व्यवस्थित करने और उनमें पैटर्न की 
पहचान करने से विद्यार्थियों को वर्गीकरण की अवधारणा को समझने में मदद मिलती ह ै।

अनुष्का टोनापी बेंगलरूु के श्री कुमारन चिल्ड्रन्स होम में दसवीं की छात्रा हैं । वे न्यूयॉर्क  एकेडमी ऑफ़ साइसंेज़ की यवुा 
सदस्य हैं और स्पिरिट ऑफ रामानजुन फेलोशिप परुस्कार की विजेता हैं । उन्हें गणित के सवाल सलुझाने में मज़ा आता ह ै
और सैद्धान्तिक कम्प्यूटर विज्ञान में उनकी दिलचस्पी ह ै। अनषु्का को शतरंज खलेना पसन्द ह ैऔर अपने खाली समय में वे 
कर्नाटक संगीत का अभ्यास करती हैं । उनसे Anushka.tonapi@gmail.com पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

अनुवाद : शहनाज़    पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता

निष्कर्ष : एल्गोरिदम की ताक़त 

एल्गोरिदम सनुने में कठिन ज़रूर लग सकते हैं, लेकिन वे 
समस्याओ ंको चरण-दर-चरण सलुझाने का एक तरीक़ा हैं । 
चाह े आप नाश्ता बना रह े हों, किसी समस्या को सलुझा 
रह ेहों, या कोई खले खले रह ेहों, एल्गोरिदम उन्हें ज़्यादा 
कुशलता के साथ और प्रभावी ढंग से करने में आपकी मदद 
करते हैं ।  

एल्गोरिदम के बारे में सीखकर, हम न केवल कम्यूटर का 
बेहतर ढंग से इस्तेमाल करना या गणित के सवालों को 

बेहतर ढंग से हल करना सीख रह ेहैं, बल्कि हम समस्याओ ं
के बेहतर समाधानकर्ता भी बन रह ेहैं । इसलिए अगली बार 
जब भी किसी पेचीदा समस्या से आपका सामना हो, तो 
एल्गोरिदम की तरह सोचना याद रखें : उसे छोटे-छोटे चरणों 
में विभाजित करें, हरेक चरण का ध्यान से पालन करें, और 
इस तरह से आपको आपका समाधान मिल जाएगा! 

एल्गोरिदम ख़ज़ाने तक पहुचँने के नक़्शे की तरह होते हैं, जो 
आपको सही जवाब तक पहुचँाते हैं । आप इनका जितना 
ज़्यादा अभ्यास करेंगे, समाधान तक पहुचँना आपके लिए 
उतना ही आसान होता जाएगा ।

1.	 कोई दो अकंीय संख्या चनुें । 
2.	 इसे उलट दें । 
3.	 इसे उस संख्या से घटा दें, जिसे आपने पहले चनुा था । 
4.	 आपको क्या उत्तर मिला?
अगर अकं समान हों तो क्या होगा? जब अकं अलग-अलग हों, तब क्या होगा?
आपको जो पैटर्न नज़र आया, क्या आप उसकी व्याख्या कर सकते हैं?

यतिराज शर्मा की अन्य THOAN गतिविधियों के लिए एट राइट एगंल्स के आगामी अकं दखेें ।
19Azim Premji University At Right Angles, November 2024

Classroom

Note to the Teacher
Discuss how recognizing patterns helps to design the steps of an algorithm. When students 
recognize a pattern, they are essentially breaking down the problem into simpler and repeatable 
parts. For example, in the sequence (5, 10, 15, 20…), if the students notice that there is an 
increment of 5 with every term, this pattern can help them solve problems related to this sequence. 
Similarly, the purpose of an algorithm is to break down a complex problem into a series of 
instructions or steps that, when followed, help them arrive at an efficient solution to the problem. 
In the context of algorithms, pattern recognition is extremely important, as it helps students break 
down complex problems into simpler and manageable components. Sorting and recognizing 
patterns in data helps students understand the concept of categorization.

ANUSHKA TONAPI is a 10th grade student at Sri Kumaran Children's Home in Bangalore. She is a Young 
Member of the New York Academy of Sciences and she is a Spirit of Ramanujan Fellowship awardee. She 
enjoys solving math problems and is interested in theoretical computer science. Anushka loves playing chess and 
practice Carnatic music in her spare time. She can be contacted at Anushka.tonapi@gmail.com

Conclusion: The Power of Algorithms
Algorithms might sound complex, but they are 
just a way of thinking about solving problems step 
by step. Whether you are making a snack, solving 
a problem, or playing a game, algorithms help you 
do things more efficiently and effectively.

By learning about algorithms, we are not just 
getting better at using computers or doing math—

we are becoming better problem solvers. So, the 
next time you are faced with a tricky problem, 
remember to think like an algorithm: break it 
down into smaller steps, follow each step carefully, 
and you will find your solution!

Algorithms are like treasure maps leading you 
to the right answers. The more you practise, the 
better you will get at finding your way. 

1. Choose any two digit number.

2. Reverse it.

3. Subtract it from the first number you had chosen.

4. What answer did you get?

What happens if the digits are the same? What happens if the digits are different? 
Can you explain the pattern you observe?

Look out for more THOAN activities from Yathiraj Sharma in upcoming issues of At Right Angles.

mailto:Anushka.tonapi@gmail.com
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की-वर्ड : पैटर्न; मॉण ट्ेसरी; टीएलएम; क़िफ़ायती सामग्री; ख़दु करें

राष्ट्रीय शिक्षा नीति 2020 (एनईपी 2020) 3 वर्ष की 
उम्र के बच्चों की तालीम से लेकर उच्च शिक्षा तक 
सभी स्तरों पर शिक्षा के लिए स्पष्ट सिफ़ारिशें करती ह ै। 
इन आय ुसमहूों के साथ सबसे ज़्यादा मले खाने वाली 
सीखने की शलैियों के आधार पर स्कू ली शिक्षा को चार 
चरणों में बाँटा गया ह ै – 3-8 वर्ष की आय ु के लिए 
फ़ाउण्डेशनल स्टेज (Foundational Stage), 8-11 
वर्ष की आय ुके लिए प्रारम्भिक चरण (Preparatory 
Stage), 11-14 वर्ष की आय ु के लिए मध्य चरण 
(Middle Stage), और 14-18 वर्ष की आय ुके लिए 
माध्यमिक चरण (Secondary Stage) ।(1)

‘स्कू ली शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा’ 
(एनसीएफ़एसई, 2023) में उल्लेख किया गया ह ै कि 
वर्तमान में, आरम्भिक कक्षाओ ंमें विद्यार्थियों का बड़ा 
हिस्सा बनुियादी साक्षरता और संख्या-ज्ञान हासिल नहीं 
कर पा रहा है । गणित सीखना-सिखाना रचनात्मक और 
सौन्दर्यपरू्ण होने के बजाय पारम्परिक रूप से ‘रोबोटिक’ 
और ‘प्रक्रियात्मक’ अधिक रहा है । विद्यार्थियों में 
गणित विषय के प्रति डर की भावना भी घर कर जाती 
ह ै। एनसीएफ़़एसई 2023 इस डर का मक़ुाबला करने में 

मदद करने के लिए सिखाने के अन्तर्क्रिय ात्मक तरीक़ों 
का सझुाव दतेा ह,ै जिनमें बाल सलुभ खले, कुछ नया 
पता करना, खोजना, चर्चा, खलेकूद  और पहलेियाँ 
शामिल हैं । पहले तीन सालों के दौरान, ‘सीखने के 
मानकों’ [Learning Standards] को हासिल करने 
के लिए जो सामग्री सझुाई गई ह,ै वह मखु्य रूप से ठोस 
खले सामग्री ह,ै जैसे कि खिलौने, पहलेियों वाले चित्र 
या खिलौने, तस्वीरों वाली किताबें और जोड़-जाड़कर 
रची जाने वाली चीज़ें । पाठ्यपसु्तकें /प्लेबकु/वर्क बकु 
केवल ग्रेड 1 से काम में ली जाएगँी । शिक्षणशास्त्र 
बहुत हद तक खले–आधारित ह,ै और यह शिक्षक व 
बच्चों के बीच परवरिश और परवाह करने वाल रिश्तों 
पर ज़ोर दतेा है । हर बच्चा अपनी रफ़्तार से सीख े व 
सामहूिक गतिविधियाँ हों, इन दोनों के बीच सन्तुलन 
होना चाहिए ।(2)

भारत और दनुिया भर में, प्रारम्भिक शिक्षा के लिए 
विभिन्न विधियाँ अपनाई जाती हैं । प्रमखु विधियों में 
से एक ‘मॉण्टेसरी शिक्षा’ ह ै। क़रीब सौ साल पहले इस 
शकै्षिक दर्शन और अभ्यास को डॉ. मारिया मॉण्टेसरी ने 
शरुू किया था । ‘मॉण्टेसरी शिक्षा’ ख़दु करके सीखने, 

मॉण्टेसरी का तरीक़ा : 
 चनुिन्दा सामग्रियों का परिचय और 

उन्हें फिर से कैसे बनाया जाए (भाग 1)
क्षमा चक्रवर्ती

इस लेख में हम मॉण्टेसरी की अलग-अलग तरह की सामग्रियों की जाँच-परख करेंगे। हम उन  
सामग्रियों से बच्चों के परिचय, उनके ज़रिए सगुम बनाए जाने वाले पाठ, गणितीय अवधारणाओ ंके 

बीच सम्बन्ध, प्रत्येक सामग्री के साथ हो सकने वाली पूरक गतिविधियाँ और इन ससंाधनों को बनाने के 
किफ़ायती विकल्प पर चर्चा करेंगे। यह लेख दो भागों में है, जिसमें कुल छह मॉण्टेसरी सामग्रियों  

को शामिल किया गया है।
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अपनी रफ़्तार से और ख़दु से तय गतिविधियों और सहयोगी 
खलेों पर आधारित ह ै। मॉण्टेसरी कक्षाओ ंमें, बच्चे अपने 
सीखने की गतिविधियों का ख़दु चनुाव कर सकते हैं । बच्चों 
को दिया जाने वाला माहौल और विशषे रूप से मॉण्टेसरी 
तरीक़ों में प्रशिक्षित शिक्षक यह सनुिश्चित करते हैं कि बच्चे 
को चनुने के लिए उनकी उम्र के अनसुार उपयकु्त गतिविधियाँ 
पेश की जाए ँ। बच्चे अकेले भी काम करते हैं और समहू में 
भी गतिविधियाँ करते हैं । इस दौरान वे अपने आस-पास की 
दनुिया की खोजबीन और अन्वेषण करते हैं, ज्ञान हासिल 
करते हैं और इस तरह अपनी अधिकतम क्षमता तक विकास 
कर पाते हैं । ये कक्षाए ँबख़ूबी डिज़ाइन की गई होती हैं, और 
बच्चे की उम्र के आधार पर उसकी विशिष्ट ज़रूरतों को परूा 
करने के लिए अच्छी तरह से सोच-समझकर बनाई जाती हैं । 
डॉ. मारिया मॉण्टेसरी को बच्चों के साथ सीध ेकाम करने 
का अनभुव था, जिसके आधार पर उन्होंने पाया कि इस 
तरह के वातावरण में ख़दु अनभुव करके सीखने से गणित, 
भाषा, भगूोल, विज्ञान और इसके अलावा भी बहुत कुछ 
की गहरी समझ पैदा होती ह ै। इससे बच्चे के भीतर जिज्ञासा 
को विकसित करने और बढ़ावा दनेे में मदद मिलती ह ैऔर 
उसके लिए आजीवन सीखने का मज़बतू आधार बनता ह ै। 
यह ज़ाहिर होता ह ैकि एनईपी 2020 में प्रारम्भिक शिक्षा के 
लिए कुल मिलाकर जो दृष्टिकोण पेश हुआ ह,ै वह मॉण्टेसरी 
शिक्षा पद्धति में बहुत हद तक हासिल किया गया ह ै। 

मॉण्टेसरी की पाठ्यचर्या में अध्ययन के पाँच प्रमखु क्षेत्र 
शामिल हैं : व्यावहारिक जीवन (Practical Life), 
संवेदी (Sensorial), गणित (Mathematics), भाषा 
(Language) और संस क्ृ ति (Culture) । प्रत्येक क्षेत्र के 
लिए मॉण्टेसरी सामग्री का ख़ास सैट ह,ै जो एक प्रमखु 
ज्ञान या कौशल पर केन्द्रित ह ै। इस लेख में हम कुछ संवेदी 
सामग्रियों को दखेेंगे, विशषे रूप से ऐसी सामग्रियाँ जो हमें 
दृश्य चीज़ों (वस्तुओ ं के आकार, लम्बाई, फैलाव और 
चौड़ाई) में फ़र्क़  करने में मदद करती हैं । जैसे-जैसे आप पढ़ेंगे, 
आपको अहसास होगा कि उनमें कितना कुछ ह ै– गणित, 
भाषा, ध्यान केन्द्रित करना और बहुत कुछ जो आपस में गुँथे 
हुए हैं! उम्मीद ह ैकि इससे यह झलक मिलेगी कि कक्षा में 
क्या किया जा सकता ह ैऔर इसके नतीजे के रूप में क्या 
उम्मीद की जा सकती ह ै।

सामग्री 1 : गुलाबी मीनार 
गलुाबी मीनार ऐसी शरुुआती सामग्रियों में से एक ह,ै जो 
मॉण्टेसरी परिवेश में बच्चों को दी जाती ह ै। इसमें गलुाबी 
रंग के 10 क्यूब होते हैं, जिनका आयतन नीच ेसे ऊपर तक 

1000 क्यूबिक सेंटीमीटर से लेकर 1 क्यूबिक सेंटीमीटर तक 
होता ह ै। गलुाबी मीनार को आमतौर पर ढाई से तीन साल 
की उम्र के बच्चों को दिया जाता ह,ै जिससे उन्हें आयाम 
की समझ बनाने में मदद मिले, और इसके साथ ही ‘बड़ा’ 
व ‘छोटा’ जैसे शब्दों से बच्चों का परिचय कराया जा सके 
(फिर, कुछ वक़्त बाद, उन्हें ‘उससे बड़ा’, ‘सबसे बड़ा’ व 
‘उससे छोटा’, ‘सबसे छोटा’ के तलुनात्मक और श्रेष्ठता–
सचूक दर्जों को समझाया जा सके) । बच्चे को एक बार में 
एक क्यूब लाने के लिए कहा जाता ह,ै जिसकी शरुुआत 
सबसे छोटे क्यूब (सबसे ऊपर वाला क्यूब) से की जाती ह ै। 
एक बार में एक क्यूब लाने से उन्हें सचते रूप से या अवचतेन 
रूप से यह एहसास होता ह ैकि क्यूब का आकार बढ़ रहा ह ै। 
जब सभी क्यूब दरी पर रख दिए जाते हैं, तो बच्चे को सबसे 
बड़ा क्यूब अपने सामने रखना होता ह ै। शिक्षक बाक़ी सभी 
क्यूब को मिला दतेे हैं । फिर बच्चे से अगला सबसे बड़ा 
क्यूब रखने के लिए कहा जाता ह ै। यह सिलसिला तब तक 
चलता रहता ह,ै जब तक बच्चे सभी क्यूब को उनके आकार 
के घटते क्रम में एक के ऊपर एक नहीं रख दतेे हैं । ऐसा 
करते समय बच्चे एक जैसी वस्तुओ ंकी आकार के अनसुार 
तलुना करने के साथ-साथ उन्हें क्रमबद्ध भी करते हैं ।

चित्र-1 : गलुाबी मीनार       चित्र-2 : यह क्यूब कहाँ लगेगा?

अन्य गतिविधियाँ जिन्हें आज़माया जा सकता है : जब 
बच्चे सामग्री से परिचित हो जाते हैं और सभी क्यूब को सही 
ढंग से/सही क्रम में रखने में सक्षम हो जाते हैं, तो कुछ और 
गतिविधियाँ की जा सकती हैं । उनमें से एक में शिक्षक बच्चे 
की जानकारी के बिना किसी भी एक क्यूब को चनुकर उसे 
मीनार में सही जगह पर वापस रखने के लिए कहें (चित्र-2) । 
इस गतिविधि के लिए बच्चे को यह ध्यान दनेा होता ह ैकि 
मीनार में किस जगह पर क्यूब के आकार में अचानक फ़र्क़  
आया ह ैऔर वहाँ पर उस क्यूब को रखना होता ह ै जिसे 
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हटाया गया ह ै। या फिर, जिस क्यूब को हटाया गया ह ैउसके 
आकार की तलुना मीनार पर मौजूद सभी क्यूब से करनी 
होती ह ैऔर उस क्यूब की सही स्थिति का पता लगाना होता 
ह ै– यह स्थिति उस क्यूब से बड़े क्यूब के ऊपर और उस 
क्यूब से छोटे क्यूब के नीच ेहोती ह ै।

एक अन्य गतिविधि में, एक ट्रे में सभी क्यूब को मिला लिया 
जाता ह ैऔर दरी पर मीनार बनाने के लिए बच्चे को एक 
बार में एक क्यूब लाने के लिए कहा जाता ह ै। बच्चे को 
कहा जाता ह ैकि वह पहले सबसे बड़े क्यूब को लाए और 
फिर एक-एक करके उससे छोटे क्यूब लाए । इसके लिए हर 
बार बच्चे को ट्रे में बच े हुए सभी क्यूब में से सबसे बड़ा 
क्यूब ढँूढ़ना होगा । यह शिक्षक के लिए तलुनात्मक और 
श्रेष्ठता–सचूक दर्जों का परिचय दनेे का भी अच्छा समय हो 
सकता ह ै। दरी पर दो क्यूब रखें और पछूें, ‘कौन-सा क्यूब 
बड़ा ह?ै’, ‘कौन-सा क्यूब छोटा ह?ै’इसे कुछ बार दोहराए ँ। 
उसके बाद, दरी पर कोई भी तीन क्यूब रखें और पछूें,  
‘कौन-सा क्यूब सबसे बड़ा ह?ै’, ‘कौन-सा क्यूब सबसे छोटा 
ह?ै’शिक्षक इस गतिविधि को तब तक जारी रखते हैं, जब 
तक कि बच्चा इन शब्दों से जड़ेु विचार और उनके अर्थ से 
परिचित नहीं हो जाता ह ै। 

एक अन्य गतिविधि में, शिक्षक 10 वर्गाकार कार्ड बनाते हैं । 
प्रत्येक कार्ड किसी एक क्यूब के फ़लक से मले खाता ह ै। 
फिर, बच्चे से कार्ड को उससे जड़ेु क्यूब से मिलाने के लिए 
कहा जाता ह ै।

सामग्री 2 : भूरी सीढ़ियाँ 
‘भरूी सीढ़ियाँ’ ऐसी सामग्री ह,ै जिससे बच्चों का परिचय 
गलुाबी मीनार के साथ ही (ढाई से तीन साल की उम्र के 
बीच) करवाया जाता ह ै। इसमें भरेू रंग के क्यूबॉइड होते 
हैं । प्रत्येक क्यूबॉइड की लम्बाई (l) समान होती ह,ै लेकिन 
चौड़ाई (w) और ऊँचाई (h) (और इसलिए इसकी मोटाई) 
में फ़र्क़  होता ह ै। इस वजह से, इन्हें साथ रखने पर ये सीढ़ियों 
जैसे लगते हैं (चित्र-3) ।

चित्र-3 : भरूी सीढ़ियाँ

गलुाबी मीनार के साथ की जाने वाली सभी गतिविधियों को 

भरूी सीढ़ियों के साथ भी किया जा सकता ह ै। इनके ज़रिए 
बच्चों को ‘मोटा’, ‘उससे मोटा’, ‘सबसे मोटा’, ‘पतला’, 
‘उससे पतला’ व ‘सबसे पतला’ शब्दावली से परिचित 
कराया जाता ह ै। यहाँ ध्यान दनेे लायक़ एक दिलचस्प बात 
यह ह ै कि गलुाबी मीनार के क्यूब के फ़लक भरेू रंग की 
सीढ़ियों के क्यूबॉइड के फ़लकों से मले खाते हैं! इन दो 
सामग्रियों की खोजबीन करते–करते बच्चों को अपने आप 
यह अहसास हो जाता ह!ै बच्चे इन दोनों सामग्रियों को 
कई तरह के क्रम से काम में ले सकते हैं । ऐसा करते हुए वे 
अलग-अलग पैटर्न, सन्तुलन और ध्यान केन्द्रित करने के 
बारे में बहुत कुछ सीखते हैं ।
          

चित्र-4 : क्यूब और क्यूबॉइड चित्र-5 : एक के ऊपर एक 
करके क्रमश: रख ेगए क्यूब और 

क्यूबॉइड 

चित्र-6 : क्षैतिज रूप से एक-दूसरे के बग़ल में रख ेगए क्यूब और 
क्यूबॉइड 

सामग्री 3 : लम्बी छड़ें 
लम्बी छड़ों की सामग्री में 10 छड़ें होती हैं । सभी छड़ें एक 
ही मोटाई की होती हैं, लेकिन इनकी लम्बाई अलग-अलग 
हैं । इससे बच्चों में लम्बाई की समझ बनेगी, और ‘लम्बी’ 
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व ‘छोटी’(चित्र-7) के बारे में शब्दावली बनाने में मदद 
मिलेगी । इस सामग्री से परिचित होने पर उन्हें आगे के लिए 
‘संख्या वाली छड़ों’ को समझने में मदद मिलती ह ै। बच्चे 
को, सबसे लम्बी से शरुू करके सबसे छोटी तक, एक बार 
में एक छड़ को दरी पर रखने के लिए कहा जाता ह ै। शिक्षक 
उन्हें यह दखेने का मौक़ा दतेे हैं कि बाए ँसे दाए ँजाने पर 
छड़ की लम्बाई कैसे घटती जाती ह ै। शिक्षक, छड़ों की एक 
जोड़ी को अलग रखकर या फिर तीन छड़ें रखकर उनमें से 
सबसे छोटी छड़ को बताने के लिए पछूकर ‘लम्बी’, ‘सबसे 
‘लम्बी’व ‘छोटी’, ‘सबसे छोटी’ की शब्दावली से बच्चों 
का परिचय करवा सकते हैं । इसी तरह से छड़ों का इस्तेमाल 
करते हुए और समझ विकसित की जा सकती ह ै।

अन्य गतिविधियाँ जिन्हें आज़माया जा सकता है : ऊपर 
बताई गतिविधियों के अलावा छड़ों का क्रम बिगाड़ते हुए 
उन्हें गड्ड-मड्ड करके बच्चे से उन्हें फिर से क्रम में जमाने 
के लिए कहा जा सकता ह;ै क्रम में से एक छड़ को हटाकर 
बच्चे से उसे सही जगह रखने के लिए कहा जा सकता ह,ै या 
बच्चे से छड़ों के जोड़े बनाते हुए उनको इस तरह व्यवस्थित 
करने के लिए कहा जा सकता ह ै जिससे वे सबसे लम्बी 
छड़ (या किसी भी लम्बाई की कोई भी छड़) की लम्बाई के 
बराबर हों (चित्र-8) ।

   

चित्र-7 चित्र-8 : लम्बाइयों से मले खाने 
के लिए जोड़ी गई छड़ें

सामग्री 4 : सखं्या वाली छड़ें 
आमतौर पर साढ़े तीन से साढ़े चार साल की उम्र के बच्चों 
को ‘संख्या वाली छड़ें’ बताई जाती हैं । ऐसा गलुाबी मीनार, 
भरूी सीढ़ियों और लम्बी छड़ों के साथ लगातार काम को 

दोहराने के बाद किया जाता ह ै। अब तक बच्चे संवेदी रूप से 
बड़े/छोटे, लम्बे/कम लम्बे (छोटे) जैसे लक्षणों का अनभुव 
कर चकेु होते हैं । वे अब यह सोचने लगेंगे कि कोई चीज़ 
‘कितनी लम्बी या छोटी’ ह ै। यही वक़्त ह ैजब वे मात्रा को 
समझने के लिए तैयार होते हैं । उनका मनोमस्तिष्क गणितीय 
रूप से जागना शरुू हो रहा होता ह ै। 

संख्या वाली छड़ें, आयाम में लम्बी छड़ों जैसी होती हैं, 
लेकिन इन छड़ों पर दो रंग (आमतौर पर लाल व नीला) होते 
हैं (‘लम्बाई-1’ वाली छड़ को छोड़कर) (चित्र-9) । बच्चा 
बाई ंओर से शरुू करते हुए सबसे लम्बी से सबसे छोटी छड़ों 
को क्रम से जमाता ह ै। वह सनुिश्चित करता ह ै कि हर बार 
छड़ का लाल हिस्सा ही नीच ेहो । इस गतिविधि में, जैसे–
जैसे छड़ों को रखा जाता ह ैवैसे-वैसे शिक्षक प्रत्येक छड़ को 
उसके नाम से पकुारता ह ै– ‘10 की छड़’, ‘9 की छड़’, 
और इसी तरह । आख़िरकार, बच्चा यह दखे पाता ह ैकि ‘2 
की छड़’ की लम्बाई ‘1 की छड़’ की लम्बाई से दोगनुी ह,ै 
‘3 की छड़’ की लम्बाई ‘1 की छड़’ से तीन गनुा ह ै(या ‘1 
की छड़’ को तीन बार लिया गया ह)ै, और इसी तरह से यह 
सिलसिला आगे बढ़ाया जाता ह ै।

चित्र-10

चित्र-9

आज़माने के लिए अन्य गतिविधियाँ : शिक्षक 1 से 10 
तक की संख्या के कार्ड बनाते हैं । उन्हें आपस में मिला दतेे 
हैं । फिर वे बच्चे से कहते हैं कि वह छड़ की लम्बाई को 
गिन ले । इसके बाद वे बच्चे को प्रत्येक कार्ड को सही छड़ 
के सामने रखने के लिए कहते हैं । यह गतिविधि बच्चों में 
मात्रा (छड़ पर लिखी संख्या) का उसके प्रतीक (चित्र-10 
में दिखाए गए कार्ड) के साथ सम्बन्ध बना पाने का परीक्षण 
करती ह ै। जब बच्चे ऐसा करने में सहज हो जाते हैं, तो 
शिक्षक संख्या के कार्ड के साथ-साथ छड़ों को भी मिला 
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दतेे हैं । अब वे बच्चे को एक छड़ चनुने, उसे पहचानने और 
उसके सामने सही संख्या का कार्ड रखने के लिए कहते हैं । 
चूकँि छड़ें क्रम में नहीं जमी हुई हैं, इसलिए इस गतिविधि में 
संख्याओ ंके अनकु्रम को याद रखने से बच्चे को मदद नहीं 
मिलेगी! एक अन्य गतिविधि छड़ों की ऐसी जोड़ी को ढँूढ़ना 
ह,ै जिसका योग 10 (‘10 की छड़’ की लम्बाई) हो । बच्चे 9 
व 1, या 8 व 2, या 7 व 3, या 6 व 4 चनु सकते हैं । याद करें 
कि यही गतिविधि लम्बी छड़ों के साथ की गई थी । तब छड़ों 
के साथ मात्रा को नहीं जोड़ा गया था । यहाँ बच्चों से छड़ों के 
जोड़े के संख्यात्मक नामों को कहने की अपेक्षा की गई ह ै। 
इसे और अधिक चनुौतीपूर्ण बनाने के लिए शिक्षक कोई भी 
एक छड़ चनुकर बच्चों को उस छड़ के लिए छड़ों के जोड़े 
खोजने को कह सकते हैं । और बस इसी तरह, उन्हें गणित 
में जोड़ से जड़ेु तथ्यों से परिचित कराया जाता ह!ै दिलचस्प 
बात यह ह ैकि यह सामग्री एक सातत्य (continuum) का 
उपयोग करके एक संख्या-रेखा शरुू करती ह ै। ‘गणितमाला’ 
सहित अधिकांश अन्य सामग्रियाँ असतत (discrete) हैं । 
यह तथ्य संख्यात्मक प्रतीक (numerical symbol) और 
मात्रा (quantity) के बीच सम्बन्ध को स्पष्ट और आसान 
बनाता ह ै कि प्रत्येक संख्यात्मक प्रतीक का किसी एक 
वस्तु के रूप में एक मात्रा से मिलान किया जा सकता ह ै
(मॉण्टेसरी, एम, 2016) । प्रत्येक सामग्री से जड़ुी विभिन्न 
अतिरिक्त गतिविधियों के विस्तृत विवरण के लिए सन्दर्भ 
(3) को दखेा जा सकता ह ै।

इस प्रकार, शकै्षिक सामग्री की वस्तुओ ंकी तीन शृखंलाए ँ
हैं : गलुाबी मीनार, भरूी सीढ़ियाँ और लम्बी छड़ें । इन्हें इस 
तरह से बनाया गया ह ैकि प्रत्येक शृखंला में तीन आयामों में 
अन्तरों की सम्भावनाओ ंको परिभाषित और अलग किया 
जा सके । एक-के-बाद-एक आयामों की शृखंला में तैयार 
की गई ये वस्तुए ँबच्चे के दिमाग़ को संवेदी रूप से गणित 
के लिए तैयार करने और ढालने में मदद करती हैं । यह बच्चे 
में ख़ास तरह की तार्कि कता – मात्रा को आकँने की क्षमता 
– को विकसित करने में मददगार होती हैं, और यह तार्कि क 
क्षमता गणितीय दिमाग़ की रचना करती ह ै(मॉण्टेसरी, एम, 
2007) । 

क्या आप कक्षा में इन सामग्रियों को आज़माने के लिए 
उत्साहित हैं? बात ऐसी ह,ै कि अपनी शिक्षण प्रक्रिया में 
मॉण्टेसरी सामग्री को शामिल करना आपको लभुा सकता 
ह,ै लेकिन आपने भी अनमुान लगा लिया होगा कि कक्षा में 

उन्हें परूी तरह से इस्तेमाल करने की कई सीमाए ँहैं । सबसे 
पहले तो मॉण्टेसरी शिक्षा का परूा दर्शन शिक्षकों के लिए 
डिज़ाइन किए गए औपचारिक प्रशिक्षण कार्यक्रम के ज़रिए 
प्रदान किया जाता ह ै। इस प्रशिक्षण के बिना, डॉ. मारिया 
मॉण्टेसरी द्वारा परिकल्पित व्यापक दृष्टिकोण को लाग ूकरना 
चनुौतीपूर्ण हो सकता ह ै। फिर भी, हम अपनी क्षमता के 
मतुाबिक़ इन सामग्रियों का बेहतरीन इस्तेमाल करने की 
कोशिश कर सकते हैं, और जितना ममुकिन हो पाए उतना 
इस अनभुव को ज़्यादा-से-ज़्यादा बच्चों के साथ साझा कर 
सकते हैं । हालाँकि, यह भी मानना ज़रूरी ह ै कि इस नेक 
इराद ेके बावजूद कई सीमाए ँमौजूद हैं ।

बेशक, खोज और सीखने के लिहाज़ से मॉण्टेसरी की 
सामग्रियाँ शानदार साधन हैं, लेकिन ये काफ़ी महगँी होती 
हैं । इसके अलावा, बच्चों को समझाते वक़्त इन सामानों 
का सटीक होना ज़रूरी ह;ै इस लिहाज़ से इन सामग्रियों 
की प्रतिकृतिय ाँ बनाना चनुौतीपूर्ण ह ै। आयामों में मामलूी 
बदलाव भी उनके इस्तेमाल के मक़सद को काफ़ी हद तक 
प्रभावित कर सकते हैं । आमतौर पर, मॉण्टेसरी सामग्री 
लकड़ी, धात ुया कपड़े जैसी क़ुदरती सामग्रियों से तैयार की 
जाती ह ै। इस लेख में मखु्यतः लकड़ी की सामग्रियों को 
परखा गया ह ै। 

कुछ सामग्रियों को क़िफ़ायती और आसानी से हासिल कर 
पाने के मक़सद से, अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय की ‘मथै 
स्पेस’ (Math Space) ने कम लागत वाली मॉण्टेसरी सामग्री 
बनाने के लिए अभिनव और कुशल तरीक़ा विकसित किया 
ह ै। इस तरीक़े में सटीकता बनी रहती ह,ै जिससे इन्हें काम में 
लेने के इच्छु क शिक्षक अपनी कक्षाओ ंमें इन संसाधनों को 
असरदार ढंग से बनाने और इस्तेमाल करने में सक्षम होते हैं । 
यहाँ ऐसे आसान चरण बताए गए हैं, जिनसे आप भी इन्हें 
बना सकते हैं!
1.	 सटीकता सनुिश्चित करने के लिए आप जो आयाम चाहते 

हैं उनके क्यूब या क्यूबॉइड के जाल (मोटे चार्ट पेपर या 
आइवरी शीट का इस्तेमाल करके) बनाए ँ। 

2.	 जाल के भीतर की जगह को चौकोर (क्यूब के लिए) या 
आयताकार (क्यूबॉइड के लिए) नालीदार कार्डबोर्ड शीट 
से भर दें, जिससे यह ठोस हो जाए । 

3.	 इसे गलने से बचाने के लिए (जलरोधी बनाने के लिए) 
परेू ठोस भाग पर टेप चिपका दें । 

4.	 और लीजिए! आपकी मॉण्टेसरी सामग्री तैयार ह ै।
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लम्बी छड़ें और 
संख्या वाली छड़ें 

खुला बॉक्स : हरे फ़लकों पर गोंद/टेप चिपकाएँ

गलुाबी मीनार भरूी सीढ़ियाँ

प्रत्येक क्यूबॉइड 
के सटीक आयाम 

ऑनलाइन दिए गए हैं

चित्र-11 : विभिन्न सामग्रियों के लिए नैट

कार्डबोर्ड की भराई

गलुाबी मीनार भरूी सीढ़ियाँ

लम्बी छड़ें और 
संख्या वाली छड़ें 

चित्र-12 : भराई के लिए नालीदार कार्डबोर्ड शीटें

चित्र-13 : तैयार सामग्री : क़िफ़ायती गलुाबी मीनार और  
भरूी सीढ़ियाँ!

आप इन सामग्रियों को बनाने की चरण-दर-चरण प्रक्रिया 
और ज़रूरी आयामों को सन्दर्भ (6) में दी गई लिक पर दखे 
सकते हैं । ध्यान दें कि मॉण्टेसरी की मलू भरूी सीढ़ियाँ 20 
सेंटीमीटर लम्बाई की बनती हैं, जबकि यहाँ 15 सेंटीमीटर 
लम्बाई के जाल इस्तेमाल किए गए हैं । फिर भी, लम्बाई में यह 
फ़र्क़  सामग्री की उपयोगिता या प्रभावशीलता पर असर नहीं  
डालता ह ै।

मॉण्टेसरी पद्धति के सिद्धान्तों को अपनाना, और इनके लिए 
ज़रूरी सामग्रियों को कम लागत में सलुभ बनाना सभी 
बच्चों के लिए गणुवत्तापूर्ण शिक्षा को लोकतांत्रिक बनाने में 

मददगार होगा । हर बच्चे के स्वाभाविक विकास पर ध्यान 
दकेर हम हर लिहाज़ से मकुम्मल ऐसे व्यक्ति तैयार कर सकते 
हैं जो न सिर्फ़  ज़रूरी ज्ञान से लैस हों, बल्कि दनुिया की 
जटिलताओ ंसे होकर गज़ुरने के लिए ज़रूरी आत्मविश्वास 
और कौशल भी रखते हों ।

कुल मिलाकर, मॉण्टेसरी पद्धति महज़ एक शिक्षणशास्त्रीय 
तकनीक से कहीं अधिक ह;ै यह ऐसा दर्शन ह ैजो प्रत्येक 
बच्चे की अपनी अद्वितीय क्षमता को बढ़ावा दतेा ह,ै और 
इस तरह शिक्षा में ज़्यादा रोशन और ज़्यादा समावेशी भविष्य 
की राह बनाता ह ै।



निम्नलिखित आकृति  में मान लें कि ABCD एक दिया गया वर्ग ह ै(जिसकी भजुा की लम्बाई अज्ञात ह)ै।

मान लें कि PB = BS = 1 इकाई, और BQ = 2 इकाई। अगर मान लें कि PRQ एक अर्धवृत्त ह ैजो P और Q 
बिन्दुओ ंसे होकर गजुरता ह ै। तो वर्ग XYZB का क्षेत्रफल ABCD के क्षेत्रफल का आधा होना चाहिए ।

यह प्रश्न और यह चित्र हमारे एक लेखक द्वारा भजेा गया ह ै। इसने हमें सोचने पर मजबरू कर दिया ।

इस चित्र को दखेने में कुछ समय व्यतीत करें – क्या वर्ग XYZB का क्षेत्रफल दिए गए वर्ग ABCD के क्षेत्रफल 
का आधा ह?ै यदि हाँ, तो क्यों? अपने समाधान की जाँच करने और ऐसे अन्य सवालों का सामना करने के लिए, 
ऑनलाइन लेख “एक ऐसा वर्ग बनाना जिसका क्षेत्रफल दिए गए वर्ग के क्षेत्रफल का 1/n हो” पर जाए ँ।

ऑनलाइन लेख का  
क्यू आर कोड

एक ऐसा वर्ग बनाना जिसका क्षेत्रफल दिए गए वर्ग के क्षेत्रफल का आधा हो
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क्षमा चक्रवर्ती एक शिक्षिका हैं । उन्होंने आईआईटी मद्रास से गणित में स्नातकोत्तर की उपाधि और अज़ीम प्रेमजी 
विश्वविद्यालय से शिक्षा में स्नातकोत्तर की उपाधि हासिल की ह ै। गणित की शिक्षा में 15 से अधिक वर्षों के अनभुव के साथ, 
उन्होंने सामग्रियों के विकास, शिक्षण और शिक्षक प्रशिक्षण जैसे क्षेत्रों में काम किया ह,ै साथ ही विद्यार्थियों के साक्षात्कार 
किए हैं और मूल्यांकन तैयार किए हैं । क्षमा यवुा मनोमस्तिष्क को जानने, समझने और पोषित करने के प्रति जनुनूी हैं।  । 
उन्हें बच्चों के साथ समय बिताना और क़ुदरत का आनन्द लेना भाता ह ै। उनसे kshamagc@gmail.com पर सम्पर्क  
किया जा सकता ह ै।

अनुवाद : हिमालय तहसीन    पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता
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इबारती सवाल वास्तव में क्या हैं? इनको हल करने में बच्चों को किन चुनौतियों का सामना करना पड़ता 
है? क्या इबारती सवाल कई तरह के होते हैं? इन सवालों के जवाब पाने तथा और भी बहुत कुछ जानने के 

लिए यह लेख पढ़ें। लेख जोड़-घटा से जुड़े इबारती सवालों के बारे में गहराई से चर्चा करता है ।

की-वर्ड : इबारती सवाल, सन्दर्भ में गणित, अनपु्रयोग, तर्क , वास्तविक जीवन की समस्याएँ

इबारती सवाल ऐसे गणितीय सवाल होते हैं जिन्हें 
आभासी-वास्तविक दनुिया की किसी स्थिति में पिरोकर 
किसी कथन या कहानी के माध्यम से वर्णित किया जाता 
ह ै। यह उन ‘ख़ालिस सवालों’ से अलग होते हैं जो महज़ 
गणितीय प्रतीकों या समीकरणों के रूप में व्यक्त किए 
जाते हैं । इबारती सवालों में, अवधारणाओ,ं विचारों 
या मॉडलों का उपयोग वास्तविक दनुिया की घटनाओ ं
को समझने के लिए किया जाता ह ै। इबारती सवाल 
स्कू ली गणित का एक अभिन्न हिस्सा हैं, ख़ासकर छोटी 
कक्षाओ ंके गणित का । इससे विद्यार्थी यह समझना शरुू 
करते हैं कि गणित महज़ प्रतीकों और अमूर्तताओ ंमें ही 
नहीं होता ह,ै बल्कि वास्तविक दनुिया के परिदृश्यों में 
भी होता ह ै।

अच्छी तरह से तैयार किए गए इबारती सवाल विद्यार्थी 
को एक सार्थक वास्तविक दनुिया का सन्दर्भ द ेसकते 
हैं । इबारती सवाल बच्चों के लिए उन समस्याओ ंको 
हल करने के लिए प्रेरित करने वाले होने चाहिए जिन्हें वे 
महत्त्वपूर्ण और उपयोगी मानते हैं । ऐसे इबारती सवाल 
जिनमें विद्यार्थी के उनके अपने जीवन से जडु़े कोई 
उपयकु्त सन्दर्भ न हों, वे विद्यार्थियों को इन्हें हल करने 
के लिए प्रेरित और आमंत्रित नहीं कर सकते । निश्चित 
रूप से, इबारती सवाल ऐसे सन्दर्भों/ स्थितियों का वर्णन 
कर सकते हैं जो लोगों/ बच्चों में मूल्य ला सकते हैं । 
इसके कुछ उदाहरण हैं – बच्चों द्वारा दीये बनाना और 
उन्हें बाज़ार में बेचना, बच्चों द्वारा अनाथालय की 

मदद के लिए पैसे इकट्ठा करना, लड़कियों द्वारा लैंगिक 
रूढ़िवादिता को तोड़ने के लिए खतेी करना आदि 
स्थितियों में पिरोकर सवाल बनाना । बच्चों को अपने 
आस-पास दखेने और अपने निकट परिवेश के आधार 
पर इबारती सवाल बनाने के लिए भी प्रेरित किया जा 
सकता ह ै। यह लेख उन कठिनाइयों पर ध्यान दिलाता ह ै
जो विद्यार्थियों को इबारती सवालों को हल करते समय 
पेश आती हैं और इन कठिनाइयों को सम्बोधित करने के 
लिए शकै्षणिक रणनीतियाँ प्रस्तुत करता ह ै।

इबारती सवालों के साथ बच्चों को पेश आने 
वाली कठिनाइयाँ
जैसा कि PISA (2003, पषृ्ठ संख्या 24) में बताया 
गया ह ै कि बच्चों की इबारती सवालों को हल करने 
की क्षमता गणितीय साक्षरता में उनकी क्षमता पर निर्भर 
करती ह ै। गणितीय साक्षरता में गणितीय ज्ञान और 
कौशल का उचित उपयोग करने की क्षमता शामिल 
ह ै। इसमें गणितीय अवधारणाओ ंको समझना, डेटा की 
व्याख्या करना, पैटर्न को पहचानना, गणितीय तर्क  लाग ू
करना और अकंगणितीय संक्रियाओ ंका उपयोग करना 
शामिल ह ै।

जब हल करने के लिए कोई इबारती सवाल दिया 
जाता ह,ै तो बच्चों को दी गई समस्या या स्थिति को 
समझना होता ह ैऔर उसकी व्याख्या करनी होती ह,ै 
फिर उसे ख़ालिस संख्याओ ं वाले सवाल में बदलना 
होता ह ैऔर फिर उसे हल करना होता ह ै। इस प्रकार, 

जोड़-घटा पर इबारती सवाल
नारायण मेहर
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अकंगणितीय इबारती सवालों को हल करने के लिए दो 
अलग-अलग क्षमताओ ंकी आवश्यकता होती ह ै–  पहली, 
भाषाई सवाल को गणितीय प्रतीकों में अनूदित करना; और 
दूसरी, अकंगणितीय संक्रियाओ ं को लगाना, हल करना । 
विद्यार्थियों के सामने सबसे पहले क्या प्रस्तुत किया जाना 
चाहिए? ख़ालिस संख्याओ ं वाले सवाल या इबारती 
सवाल? (यह ‘मरु्गी पहले आई या अण्डा’ वाली स्थिति ह ै।)

कई बच्चे जो ख़ालिस संख्याओ ंवाले सवाल हल करने में 
अच्छे होते हैं, वे इबारती सवालों को हल नहीं कर पाते हैं, 
यानी एक गणितीय व्यंजक या समीकरण दिए जाने पर वे 
इसे सरल बना सकते हैं और सही उत्तर पर पहुचँ सकते हैं । 
लेकिन इबारती सवाल हल करने के मामले में क्या हो जाता 
ह?ै यदि बच्चे समस्या को अपने दिन-प्रतिदिन के अनभुवों 
से नहीं जोड़ पाते हैं तो इबारती सवालों को पछूने का उद्देश्य 
छूट जाता ह ै। फिर वे इसे गणित में एक और बाधा के रूप में 

दखेेंगे । भाषा भी इबारती सवाल बनाने में महत्त्वपूर्ण भूमिका 
निभाती ह ै। विद्यार्थियों को यह समझने के लिए जझूना पड़ता 
ह ैकि  सवाल का कथन क्या ह,ै इसे सही तरीक़े से गणितीय 
भाषा में कैसे लिखा जाएगा और इसे हल करने के लिए किस 
गणितीय संक्रिया को लगाना होगा । 

यह दखेा गया ह ै कि विद्यार्थियों को इबारती सवालों को 
आत्म-विश्वास से हल करने में मदद करने के प्रयास में ‘की-
वर्ड’ पर अनचुित ज़ोर दिया जाता ह,ै जैसे ‘अधिक’, ‘ले 
लिया’, ‘कुल’, ‘अन्तर’, ‘शषे’, ‘बचा’ आदि । इससे 
विद्यार्थी वास्तविक दनुिया की स्थिति की ग़लत व्याख्या 
करते हैं और  सवाल को हल करने के लिए अनचुित संक्रिया 
लगाते हैं । इसके अलावा, इबारत में ऐसे विवरण भी हो 
सकते हैं जो सवाल को हल करने के लिए आवश्यक न 
हों । बच्चों को अप्रासंगिक जानकारी पहचानना और उसे 
छोड़कर सवाल हल करना मशु्किल लगता ह ै। 

आइए एक उदाहरण के माध्यम से समझते हैं कि की-वर्ड पर अनचुित ज़ोर विद्यार्थियों को कैसे गमुराह कर सकता है । 

तालिका-1 : की-वर्ड पर ध्यान केन्द्रित करने के कारण होने वाली त्रुटियों का उदाहरण ।

सवाल-1 सवाल-2

10 साल की एक लड़की हबीबा के पास 9 अमरूद हैं  । 11 साल 
की कल्याणी के पास हबीबा से 5 अमरूद अधिक हैं  । कल्याणी 
के पास कितने अमरूद हैं?

10 साल की एक लड़की हबीबा के पास 9 अमरूद हैं  । हबीबा के पास 
11 साल की कल्याणी से 5 अमरूद अधिक हैं  । कल्याणी के पास कितने 
अमरूद हैं?

अतिरिक्त या अप्रासगंिक जानकारी – हबीबा 10 साल की ह ैऔर कल्याणी 11 साल की ह ै ।
की-वर्ड – अधिक (विद्यार्थी को सिखाया गया ह ैकि सवाल में यह की-वर्ड होने पर जोड़ना होता ह)ै

सवाल का गणितीय व्यंजक : 9 + 5
सकं्रिया : 9 + 5 = 14

जवाब : कल्याणी के पास 14 अमरूद हैं  ।

जाँच : हबीबा के पास 9 अमरूद हैं और कल्याणी के पास 5 
अधिक हैं – 14, 9 से 5 अधिक  । 
सही : की-वर्ड रणनीति काम कर गई ह ै ।

जाँच : हबीबा के पास कल्याणी से 5 अमरूद अधिक हैं – हबीबा के पास 
9 और कल्याणी के पास 14 अमरूद  ।
त्रुटि : की-वर्ड रणनीति कारगर नहीं रही  ।

इस तरह, इबारती सवालों को हल करने का प्रयास करते समय विद्यार्थियों को पेश आने वाली प्रमखु चनुौतियों में शामिल हैं : 

1.	 सवाल में वर्णित सन्दर्भ से जडु़ाव बना पाना ।
2.	 इबारती सवाल को समझना, ख़ासकर तब जब अपरिचित शब्दावली इस्तेमाल की गई हो या वाक्य संरचना जटिल हो ।
3.	 सही अकंगणितीय संक्रिया का चयन ।
4.	 की-वर्ड पर अनावश्यक ज़ोर ।
5.	 अनावश्यक या अतिरिक्त जानकारी पहचानने में असमर्थता और उपयोगी जानकारी को पहचानकर या निकालकर इस्तेमाल 

करने में असमर्थता ।
6.	 गणितीय व्यंजक और समीकरण बनाने में कठिनाई ।
7.	 अकंगणितीय संक्रिया सही ढंग से लगाकर हल करने में कठिनाई ।
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विद्यार्थियों को इबारती सवाल आत्म-विश्वास के साथ हल 
करने में मदद करने के लिए शिक्षक को उन्हें हर सवाल को 
अलग तरीक़े से हल करना सिखाना चाहिए । लेकिन सबसे 
पहले, शिक्षक को गणितीय व्यंजकों और समीकरणों को 
बनाने के महत्त्व के बारे में समझना चाहिए । इसके अलावा, 
उन्हें विभिन्न प्रकार के इबारती सवालों के बारे में पता होना 
चाहिए जिनका सामना बच्चा इस स्तर पर कर सकता ह ै। 

व्यंजक और समीकरण
गणितीय समीकरण और व्यंजक सवाल की इबारत और 
उसके हल के बीच का एक चरण ह ै।

गणितीय व्यंजक संख्याओ,ं चर और संक्रियाओ ंका संयोजन 
होता ह ैजो कुछ गणितीय मान दर्शाता ह ै। उदाहरण के लिए : 
3 + 2 (संख्याए ँऔर जोड़ की संक्रिया)

3x + 5 (संख्याए,ँ चर और जोड़ व गणुा की संक्रियाए)ँ

गणितीय समीकरण एक कथन ह ैजो दो विभिन्न व्यंजकों के 
बराबर होने को दर्शाता ह ै। उदाहरण के लिए: 4 + ___ = 
___ + 6 (व्यंजक 4 + ___, व्यंजक ___ + 6 के बराबर 
ह ै।) 3x + 2 = 11 (3x + 2 व्यंजक 11 के बराबर ह ै।)

प्रत्येक जोड़ या घटा के व्यंजक को दो समीकरणों में 
बदला जा सकता है ।

उदाहरण के लिए :

1.	 व्यंजक 27 + 54, को समीकरण 27 + 54 = 81 में 
बदला जा सकता ह ैजिसे निम्न दो तरीक़ों से दखेा जा 
सकता ह ै:

अ. 27 + ___ = 81 और

ब. ___ + 54 = 81

2.	 81 – 54, इस व्यंजक को समीकरण 81 – 54 = 27 में 
बदला जा सकता ह ैऔर इसे निम्न दो तरीक़ों से दखेा जा 
सकता ह ै:

अ. 81 – ___ = 27 और

ब. ___ – 54 = 27

इबारती सवालों के प्रकार
बनाए गए सभी प्रकार के इबारती सवालों का एक पैटर्न होता 
ह ै। कारपेंटर व उनके साथियों (1983) ने जोड़ और घटा की 
संक्रियाओ ंके लिए चार प्रकार के इबारती सवाल बताए हैं । 
ये चार प्रकार हैं : मिलाना/ जोड़ना, तलुना करना, बदलना/ 
बदलाव और बराबर बनाना । पी नेशर, जे. जी. ग्रीनो और 
एम. एस. रिले, (1982) ने अपने काम में मिलाना, तलुना 
करना और बदलना को 14 उपश्रेणियों में वर्गीकृत किया । 
इस वर्गीकरण के आधार पर, निम्नलिखित तालिकाए ँतैयार 
की गई हैं ।

तालिका-2 : मिलाना वाले सवालों के उदाहरण और हल के लिए सझुाई गई शकै्षणिक रणनीतियाँ ।

सवाल-1 : सीता के पास 5 आम हैं और रहीम के पास 3 आम हैं । उनके पास कुल कितने आम हैं?
सवाल-2 : सीता के पास 5 आम हैं । सीता और रहीम के पास कुल 8 आम हैं । रहीम के पास कितने आम हैं?
प्रस्तावित रणनीति : मॉडलिग का उपयोग करके प्रत्येक के पास आम की संख्या दर्शाए ँऔर फिर विद्यार्थियों से समस्या कथन तैयार करने के 
लिए कहें ।

श्रेणी : मिलाना-1
सामान्य विवरण : अन्तिम समहू (पूर्ण) के बारे में सवाल

श्रेणी : मिलाना-2
सामान्य विवरण : एक उपसमहू (हिस्से) के बारे में सवाल

उदाहरण : सीता के पास 5 आम हैं और रहीम के पास 3 आम हैं । 
उनके पास कुल कितने आम हैं?

उदाहरण : सीता के पास 5 आम हैं । सीता और रहीम के पास कुल 8 
आम हैं । रहीम के पास कितने आम हैं?

निरूपण
सीता                                            रहीम

निरूपण
सीता                                        सीता और रहीम
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कथन तैयार करना :
चर्चा के लिए प्रश्न : हमें क्या पता लगाना ह?ै
उत्तर : आमों की कुल संख्या । 

कथन तैयार करना :
चर्चा के लिए प्रश्न : हमें क्या पता लगाना ह?ै
उत्तर : रहीम के पास कितने आम हैं ।

व्यंजक : 5 + 3 समीकरण :
___ + 5 = 8 या 8 – 5 =___

उत्तर : सीता और रहीम के पास कुल 8 आम हैं । उत्तर : रहीम के पास 3 आम हैं ।

जाँच : समस्या कथन के साथ पषु्टि करके उत्तर की जाँच करें ।

तालिका-3 : बदलाव की समस्याओ ंके उदाहरण और हल के लिए सझुाई गई शकै्षणिक रणनीतियाँ ।

सवाल-3 : रुद्र के पास ₹10 हैं और उसे अपने माता-पिता से आने वाले त्योहार के लिए ₹20 और मिले । अब उसके पास कुल कितने रुपए हैं?
सवाल-4 : रुद्र के पास ₹10 हैं । उसके माता-पिता ने उसे आगामी त्योहार के लिए कुछ रुपए दिए । अब उसके पास ₹30 हैं । उसके माता-पिता 
ने उसे कितने रुपए दिए?
सझुाई गई रणनीति : रोल प्ले के माध्यम से लेन-दने दिखाए ँऔर फिर विद्यार्थियों से कथन बनाने के लिए कहें ।

श्रेणी : बदलाव-1
सामान्य विवरण : इज़ाफ़ा, अन्तिम (पूर्ण) समहू के बारे में सवाल

श्रेणी : बदलाव-2
सामान्य विवरण : इज़ाफ़ा, उपसमहू (हिस्से) के बारे में सवाल

उदाहरण : रुद्र के पास ₹10 हैं । और उसे अपने माता-पिता से आने 
वाले त्योहार के लिए ₹20 और मिले । अब उसके पास कुल कितने 
रुपए हैं?

उदाहरण : रुद्र के पास ₹10 हैं । उसके माता-पिता ने उसे आगामी 
त्योहार के लिए कुछ रुपए दिए । अब उसके पास ₹30 हैं । उसके माता-
पिता ने उसे कितने रुपए दिए?

रोल प्ले के माध्यम से निरूपण
  रुद्र                                  माता-पिता

रोल प्ले के माध्यम से निरूपण
    रुद्र = 10           माता-पिता = ?            कुल = 30

कथन बनाना :
चर्चा के लिए प्रश्न : क्या पता लगाना ह?ै
उत्तर : रुद्र के पास त्योहार के लिए कुल कितने रुपए हैं?

कथन बनाना :
चर्चा के लिए प्रश्न : क्या पता लगाना ह?ै
उत्तर : रुद्र को उसके माता-पिता से कितने रुपए मिले?

व्यंजक : 10 + 20 समीकरण : 10 + ___ = 30 या 30 - 10 = ___

उत्तर : रुद्र के पास त्योहार में में ख़र्च करने के लिए ₹30 हैं । उत्तर : रुद्र के माता-पिता ने उसे ₹20 दिए ।

जाँच : कथन के साथ पषु्टि करके उत्तर की जाँच करें ।

तालिका-4 : बदलाव के सवाल के अन्य प्रकार एवं उनके उदाहरण ।

परिवर्तन-3
इज़ाफ़ा, प्रारम्भिक समहू के बारे में 
सवाल

रुद्र के पास कुछ रुपए हैं । उसके माता-पिता ने उसे आगामी त्योहार के लिए ₹20 दिए थे । 
अब उसके पास ₹30 हैं । शरुुआत में उसके पास कितने पैसे थे?

परिवर्तन-4
घटाव, अन्तिम समहू के बारे में 
सवाल

रुद्र के पास ₹30 हैं । उसने एक खिलौना ख़रीदने में ₹20 खर्च किए । अब उसके पास कितने 
रुपए हैं?
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परिवर्तन-5 घटाव, परिवर्तन के बारे में सवाल
रुद्र के पास ₹30 हैं । उसने एक खिलौना ख़रीदने में कुछ पैसे ख़र्च किए । अब उसके पास 
₹10 हैं । खिलौने की क़ीमत क्या ह?ै

परिवर्तन-6
घटाव, प्रारम्भिक समहू के बारे में 
सवाल

रुद्र के पास कुछ रुपए हैं । उसने ₹20 में एक खिलौना ख़रीदा । अब उसके पास ₹10 हैं । 
शरुुआत में उसके पास कितने रुपए थे?

तालिका-5 : तलुना के सवालों के प्रकार एवं उनके उदाहरण । 

शीर्षक सामान्य विवरण इबारती सवाल

तलुना-1
 ‘अधिक’ का उल्लेख, अन्तर समहू के बारे 
में सवाल

हबीबा के पास 9 अमरूद हैं और कल्याणी के पास 5 अमरूद हैं । किसके 
पास अधिक अमरूद हैं और कितने अधिक हैं?

तलुना-2
‘अधिक’ का उल्लेख, जिससे तलुना की जा 
रही ह ैउस (तलुना) समहू के बारे में सवाल

हबीबा के पास 9 अमरूद हैं और उसके पास कल्याणी से 4 अमरूद 
अधिक हैं । कल्याणी के पास कितने अमरूद हैं?

तलुना-3
‘अधिक’ का उल्लेख, जिसकी तलुना की जा 
रही ह ैउस समहू के बारे में सवाल

कल्याणी के पास 5 अमरूद हैं और हबीबा के पास कल्याणी से 4 अमरूद 
अधिक हैं । हबीबा के पास कितने अमरूद हैं?

तलुना-4
‘कम’ का उल्लेख, अन्तर समहू के बारे में 
सवाल

हबीबा के पास 9 अमरूद हैं और कल्याणी के पास 5 अमरूद हैं । किसके 
पास कम अमरूद हैं और कितने कम हैं?

तलुना-5
‘कम’ का उल्लेख, जिससे तलुना की जा रही 
ह ैउस (तलुना) समहू के बारे में सवाल

कल्याणी के पास हबीबा से 4 अमरूद कम हैं । हबीबा के पास 9 अमरूद 
हैं । कल्याणी के पास कितने अमरूद हैं?

तलुना-6
‘कम’ का उल्लेख, जिसकी तलुना की जा रही 
ह ैउस समहू के बारे में सवाल

कल्याणी के पास 5 अमरूद हैं और उसके पास हबीबा से 4 अमरूद कम 
हैं । हबीबा के पास कितने अमरूद हैं?

साहित्य में एक चौथा प्रकार, यानी बराबर करने के सवालों, का भी उल्लेख किया गया ह ै। बदलाव और तलुना के सवालों को 
बराबर करना के सवालों में बदला जा सकता ह ै। उदाहरण के लिए, ऊपर दिए गए बदलाव-2 के सवाल : रुद्र के पास ₹10 हैं । 
उसके माता-पिता ने उसे आने वाल त्योहार के लिए कुछ रुपए दिए । अब उसके पास ₹30 हैं । उसके माता-पिता ने उसे कितने पैसे 
दिए? इस सवाल को इस तरह बदला जा सकता ह ै: रुद्र को आने वाल त्योहार के लिए खिलौना ख़रीदने के लिए ₹30 चाहिए । 
उसके पास ₹10 हैं । उसे अपने माता-पिता से कितने रुपए चाहिए होंगे? 

इसी तरह से, ऊपर दिए गए तलुना-1 के उदाहरण : हबीबा के पास 9 अमरूद हैं और कल्याणी के पास 5 अमरूद हैं । किसके 
पास अधिक अमरूद हैं और कितने अधिक अमरूद हैं? इसे इस प्रकार से लिखा जा सकता ह ै: कल्याणी के पास 5 अमरूद हैं । 
हबीबा के पास 9 अमरूद हैं । कल्याणी को अपने अमरूद की संख्या हबीबा के अमरूद के बराबर करने के लिए कितने और 
अमरूद चाहिए होंगे?

दोनों सवालों में व्यंजक इस तरह बनता ह ै:

दी गई मात्रा + __ को दी गई दूसरी मात्रा के बराबर रखा जाता ह ै।

हालाँकि इबारती सवालों की विभिन्न श्रेणियों के बारे में विद्यार्थियों को समझने की ज़रूरत नहीं ह ैलेकिन निश्चित रूप से इन 
श्रेणियों के बारे में जानने से शिक्षक को मदद मिलती ह ै। सबसे पहले, श्रेणियों के बारे में जानने से शिक्षक अभ्यास के लिए कई 
सवाल बना सकते हैं । दूसरा, विद्यार्थियों को हल करने के लिए दो श्रेणियों के दो सवाल दकेर वे निरूपण के माध्यम से विद्यार्थियों 
को दो सवालों के बीच के अन्तर से परिचित करवा सकते हैं ।

इस तरह सवाल का कथन समझना, व्यंजक बनाना और सवाल हल करने के चरण बच्चे के लिए बहुत अधिक सार्थक हो जाते 
हैं । अन्त में, उन श्रेणियों की पहचान करना जिनमें विद्यार्थियों को कठिनाई होती ह ैऔर साथ ही उन शब्दावलियों की पहचान 
करना जिसे विद्यार्थी समझ नहीं पाते हैं, रचनात्मक मूल्यांकन में मदद करता ह ै जिससे शिक्षक को विद्यार्थियों के लिए इन 
कठिनाई से उबरने के लिए काम/ सत्र तैयार बनाने में मदद मिलती ह ै। 
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इबारती सवाल को हल करने के चरणों को संक्षेप में कहें तो 
विद्यार्थियों को इबारती सवाल हल करने में सक्षम करने के 
लिए शिक्षक को विद्यार्थियों को सिखाना चाहिए :

1.	 इबारती सवाल को समग्र तौर पर पढ़ें और समझें ।  
(की-वर्ड पर ज़ोर दनेे से बचें) । विद्यार्थी को इस बारे में 
बहुत स्पष्ट होना चाहिए कि सवाल क्या ह ैऔर क्या पता 
करने की आवश्यकता ह ै। सवाल के कथन लिखने से 
विद्यार्थियों को ऐसा करने में मदद मिल सकती ह ै।

2.	 एक आरेख या एक मॉडल बनाए ँजो सवाल में प्रस्तुत 
की गई स्थिति को दर्शा सके । शिक्षकों द्वारा इबारती 
सवाल को हल करने के लिए रेखाचित्र या ऐसे ही कोई 
तरीक़े का उपयोग करके बनाए गए एक प्रभावी मॉडल 
का उपयोग और प्रदर्शन करने की आवश्यकता ह ै। रोल 
प्ले भी विद्यार्थियों को सवाल को समझने में मदद कर 
सकता ह ै।

3.	 सवाल को हल करने के लिए उससे आवश्यक 
जानकारियाँ निकाल लें ।

4.	 इबारती सवाल में ऐसी भी जानकारी दी गई हो सकती 
ह ै जो सवाल को हल करने के लिए ज़रूरी नहीं ह ै। 
विद्यार्थियों को इसे पहचानने और इसे छोड़ दनेे में सक्षम 
होना चाहिए ।

5.	 कथन को गणितीय समीकरणों या व्यंजक में बदलें । जब 
विद्यार्थी समझ जाते हैं कि क्या दिया गया ह ैऔर क्या 
ज्ञात करना ह,ै तो वे इसे आसानी से हल करने में सक्षम 
होते हैं ।

6.	 समस्या को हल करने के लिए अकंगणितीय संक्रिया का 
उपयोग करें ।

निष्कर्ष
विद्यार्थियों को इबारती सवालों को हल करने में सक्षम 
बनाने के लिए शिक्षक को स्पष्ट रूप से एक ऐसा मॉडल 
बनाने की आवश्यकता ह ैकि इबारती सवाल को समग्र रूप 
से कैसे समझा जाए, कोई प्रभावी मॉडल या आरेख कैसे 
चनुा जाए, संख्या को मात्रात्मक रूप से कैसे समझा जाए, 
इबारती सवालों के प्रकार की पहचान कैसे की जाए, स्थिति 
या सवाल को गणितीय व्यंजक या समीकरण में कैसे बदला 
जाए और संक्रिया कैसे की जाए ँ।

वास्तविक दनुिया की स्थिति में सभी संक्रियाओ ंको प्रस्तुत 
करना और फिर उन्हें यह पता लगाने में मदद करना कि उन्हें 
कैसे हल किया जाए महत्त्वपूर्ण ह,ै ताकि उन्हें समझ और 
प्रक्रिया दोनों मिल सके । बच्चों में स्कू ल आने के पहले से 
ही जोड़ और घटाव की सहज समझ होती ह,ै भले ही वे 
इसे स्पष्ट रूप से नहीं व्यक्त न कर पाए ँलेकिन वे पहले से 
ही अपने दिन-प्रतिदिन के खले और गतिविधियों में जोड़ना 
और घटाना का अनभुव कर चकेु होते हैं । इबारती सवालों 
के माध्यम से गणित में विद्यार्थियों के परिचित सन्दर्भ लाना 
महत्त्वपूर्ण ह ैताकि उन्हें यह समझने में मदद मिल सके कि 
गणित कोई अलग दनुिया नहीं ह,ै बल्कि प्रतीकों, संकेतन 
और प्रक्रियाओ ंके साथ इसी दनुिया का विस्तार ह ै।
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नारायण मेहर अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय, बेंगलरूु में शिक्षक-शिक्षा समहू के एक सदस्य हैं । इसके पहले, उन्होंने 
मीराम्बिका फ़्री प्रोग्रेस स्कू ल, दिल्ली और हरेिटेज एक्सपीरिएन्शियल लर्निंग स्कू ल (HXLS), गडु़गाँव में गणित और 
खोजयात्रा पढ़ाया ह ै। HXLS के साथ काम करते हुए, उन्होंने दिल्ली स्थित ग़ैर-लाभकारी संगठन जोड़ो ज्ञान के साथ 
मिलकर काम किया, जो मखु्य रूप से गणित पढ़ाने के अभिनव तरीक़ों पर काम करता ह ै। उन्होंने IAAT (I AM A 
TEACHER), गडु़गाँव में शिक्षक और शिक्षक प्रशिक्षक के रूप में काम किया । उनकी रुचि गणित शिक्षा के क्षेत्र में ह ै। 
वे हैंड्सऑन गतिविधि और शिल्प में भी रुचि रखते हैं, जिसमें आकार-आकृति  सम्बन्धी सोच और तर्क  की आवश्यकता 
होती ह ै। उनसे narayana.meher@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै। 

अनुवाद : प्रियेश गपु्ता    पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता    कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय
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गणित का मज़ा 

बोतलों में भिन्न
भिन्न पढ़ाने पर बातचीत

नरने्द्र कोठियाल एवं मैथ स्पेस 

Search

Last chats

Messages

Sanjay

Maaya

Sophia

Zoya

Narender Kothiyal

Chat Participants

typing...

Write your message...

available

SA

ZO

Swati

Arddhendu

NK

SW

AR

Ashok

Rudresh

Sandeep

MA

SO

+

Sophia, Maaya, Sanjay, Zoya, Narender Kothiyal
Math Space

NK

Narender Kothiyal

NK

AS

RU

SA

नमस्ते दोस्तो! मैं अगले सप्ताह कक्षा-6 के बच्चों को भिन्न पर 
अध्याय पढ़ाने जा रही हू ँ। भिन्न से सम्बन्धित विषय पढ़ाने का 
यह मरेा पहला मौक़ा ह ै। ख़ासकर, मैं भिन्नों को दृश्यात्मक 
रूप से दर्शाना, भिन्नों की तलुना करना और भिन्नों को जोड़ना 
सिखाना चाहती हू ँ।

मरेे विद्यार्थियों को भिन्नों की कुछ समझ ह ै। जैसे कि किसी 
आकृति  को दो बराबर भागों में या चौथाई भागों में बाँटना या 
किसी आकृति  के कुछ हिस्सों को रँगना । उदाहरण के लिए, वे 
8 बराबर भागों में बँटे किसी आयत के 3 

8 हिस्सों को रंग लेते हैं ।

उन्हें किसी पूर्ण (या पूर्ण समहू) के हिस्सों को पता करने की 
बनुियादी समझ भी ह ै। उदाहरण के लिए, अगर सीमा ने एक 
दर्ज़न केलों में से 2 केले खा लिए, तो सीमा ने केलों का कितना 
हिस्सा खाया?

SO

मैं रोटियों का इस्तेमाल 
करती हू ँ।

MaayaMA

Sophia
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बच्चे भिन्नों की मानसिक छवि कैसे बनाते हैं? वे क्या विभाजित होते हुए दखेते हैं? क्या वे 
हिस्सों को एक-आयामी मात्राओ ं(लम्बाई, परिधि) के तौर पर दखेते हैं या दो-आयामी मात्राओ ं
(क्षेत्रफल) के तौर पर?

क्या किसी ने तीन आयामी मात्राओ,ं आयतन? धारिता? को आज़माकर दखेा ह?ै

Sophia

Sophia

मैंने आयतों का इस्तेमाल किया, जो लम्बाई में छोटे बराबर आयतों में विभाजित होते हैं । अगर 
हम इस तरह से विभाजित करते हैं, तो न सिर्फ़  क्षेत्रफल, बल्कि लम्बाई भी विभाजित हो जाती ह ै।

हाँ, एक-आयामी…

मझु ेलगता ह ैदो-आयामी । 

Sanjay

Sanjay

Maaya

SA

SA

MA

मैं एक अलग तरीक़ा अपनाया था । मैंने खाना बनाने में इस्तेमाल होने वाले भिन्नों (हिस्सों) 
का इस्तेमाल किया ।

ZoyaZO

पैमाना चम्मच जिन भिन्नों (हिस्सों) को मापते हैं, वे उन पर लिख ेहुए हैं । इससे विद्यार्थियों 
के लिए यह समझना आसान हो जाता ह ैकि यहाँ अशं और हर का असल में क्या अर्थ ह ै।

SO

यह दिलचस्प ह!ै मैं यह समझ गई कि इससे भिन्नों की तलुना करने में कैसे मदद मिलती ह,ै 
लेकिन इसका इस्तेमाल भिन्नों पर संक्रियाओ ंको समझने के लिए कैसे किया जा सकता ह?ै

SophiaSO

SO
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मझु ेसन्देह ह ैकि पैमाना चम्मचों से भिन्नों के जोड़ और घटा को समझने में मदद मिल सकती ह ै।

बोतलें?

1

Sanjay

Sanjay

माफ़ी चाहता हू,ँ मैं इस दिलचस्प चर्चा से वंचित रह गया । मैंने 
उपरोक्त टीएलएम की बजाए बोतलों का इस्तेमाल किया था, और यह काम कर गया था ।

You

SA

SA

क्या आपका मतलब मापने वाले मर्तबानों से ह?ै

नहीं! मैंने प्लास्टिक की साधारण बोतलों का इस्तेमाल किया । दरअसल इससे विद्यार्थियों को 
दो भिन्नों के योग को ‘समझने’ में मदद मिलती ह ै।

मैंने ऐसा करने के लिए काग़ज़ के मोड़, भिन्न दीवारों (fraction walls) और बोतलों का इस्तेमाल किया था ।

भिन्न दीवारों का इस्तेमाल करने की वजह से उन्हें पहले से ही पता था 
कि  1 

3
= 2 

6
 ह,ै और किस तरह से हर के बढ़ने के साथ हिस्सा कम हो रहा ह ै। वे इन बातों को 

सत्यापित भी कर पा रह ेथे ।

You

You

मैं इसे लेकर उत्सुक हू ँ। कृपया थोड़ा और विस्तार से बताइए ।
MaayaMA

मैं काग़ज़ को मोड़कर ऐसा करती हू…ँ लेकिन, बोतल से ऐसा कैसे किया जा सकता ह?ै

MaayaMA

बोतलों से! बहुवचन । 

You

माफ़ी चाहती हू,ँ मैंने अभी-अभी आपके सन्देश दखे े। मैं थोड़ी भ्रमित हू ँ। क्या आप मझु ेवे 
बोतलें दिखा सकते हैं, जिनका आपने इस्तेमाल किया था?

SophiaSO
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           2

You

बिल्कु ल । ये रहीं वे । 

आप समझाए,ँ उसके पहले मझु ेआपके आयडिया को ख़ुद समझने की कोशिश करने दें । 

बोतलों से आपका मतलब केवल उनके लम्बे बेलनाकार हिस्सों से ह ैना? ऊपर के शकं्वाकार हिस्से 
को इसमें नहीं शामिल किया जाएगा । यहाँ पर, ऊँचाई या आयतन को पूर्ण माप माना जा सकता ह ै। 

Sophia

Sophia

अहा! मझु ेलगता ह ैकि मैं समझ गई कि यहाँ आपने क्या किया ।

ZoyaZO

SO

SO

असल में मैंने और कुछ नहीं किया ।  ऊँचाई को n बराबर भागों में विभाजित करने के लिए सरल 
से साधन – परकार (compass) और पैमाने (ruler) – का इस्तेमाल किया । 

You
क्या सिर्फ़  प्रिन्टआउट ले लें?

Sophia

हाँ! ऐसे में काग़ज़ की एक पट्टी बेलनाकार हिस्से में चिपकाई जा सकती ह ै। 
काग़ज़ की पट्टी को  1 

2
, 1 

4
, 1 

8
 और  में विभाजित करना आसान ह,ै बस इसे मोड़कर निशान लगा  

दीजिए । लेकिन इससे  1 
3
 और  1 

5
 आदि … कैसे दिखाएगँे?

ZoyaZO

SO

लेकिन @Narender जी, आपने इन बोतलों का इस्तेमाल कैसे किया?

SanjaySA

मैंने इनका इस्तेमाल निम्नलिखित अवधारणाओ ंको दखेकर और ख़ुद करके सीखने 
के लिए किया । 

yy समतलु्य भिन्न, जैसे कि  = 1 
3 = 2 

6

yy भिन्नों की तलुना करना, जैसे कि 2 
3 < 3 

4
yy भिन्नों को जोड़ना और घटाना, जैसे कि 2 

3 + 1 
4

You
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दो अलग-अलग बोतलों का इस्तेमाल करके?

Sophia

दखेिए, जब हम  2 
3
 + 1 

4
,   को लेते हैं, तो अधिकतर विद्यार्थियों को यह बहुत अमूर्त और  

निरर्थक लगता ह ै। लेकिन बोतलों के मामले में, हम बोतल में भरी पानी की  2 
3
 मात्रा और  1 

4
  

मात्रा ले पाते हैं ।  
तब, जब हम इन दो बोतलों से पानी को एक तीसरी बोतल में मिलाते हैं तो यह  2 

3
 + 1 

4
 होता था । 

यह जोड़ उन्हें समझ आता ह ै। 

हाँ । दरअसल, हमें एक ही आकार की तीन बोतलों की ज़रूरत होगी । 
You

SO

और वे दखे पाते होंगे कि जोड़ एक उचित भिन्न (proper fraction) था…

Sophia

अहा! यह तो बहुत दिलचस्प ह ै।
MaayaMA

SO

क्योंकि पानी बोतल से बाहर बहा नहीं, इसका मतलब पानी का स्तर 1 के निशान से नीच ेथा ।

MaayaMA

@Narender जी, क्या आपने  
3 
4
 + 1 

3
  को आज़माया?

Sophia

नहीं, मैंने ऐसे भिन्नों को चनुा जिनका योग एक से कम हो ।
You

3 
4
 + 1 

3
 पर विचार करना दिलचस्प होगा । 

ZoyaZO

SO

भीगेगा, पर पेंसिल के निशान भीगने पर फैलते नहीं हैं ।

You
काग़ज़ भीगेगा नहीं?

SophiaSO

यह कारग़र होना चाहिए । क्या आपको योग भिन्न के रूप में मिला?
MaayaMA
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दरअसल हाँ! हमने  2 
3
 और 1 

4
  के लिए समान हर की चर्चा की और हमें 12 मिला । तो, 

तीसरी बोतल 12 बराबर भागों में बाँटी गई । जब हमने  2 
3
 और  1 

4
 को इसमें उड़ेला, तो 

पानी का स्तर 11 
12

 पर था!

You

 
         2

1 
5
, 1 

10
, 1 

15
और  को दर्शाती 500       	

मिलीलीटर पानी की बोतल 

1 
3
, 1 

6
, 1 

12
, 1 

15
 को दर्शाती 500 

मिलीलीटर पानी की बोतल

दरअसल,  2 
3
 को उड़ेलने के बाद, आप दखे सकते हैं कि 2 

3
 = 8 

12

हाँ! हम हरेक बोतल पर कई पैमाने रख सकते हैं, तीन पट्टियों को क्रमशः 4, 8 और 12 बराबर भागों 
में बाँट सकते हैं…

Sophia

Sophia

यह काफ़ी दिलचस्प ह ै।

यह दर्शाएगा 1 
4
 = 2 

8
 = 3 

12
 और  3 

4
 = 6 

8
 = 9 

12

Sanjay

ZoyaZO

SA

इसके साथ ही, 1 
2
 = 2 

4
 = 4 

8
 = 6 

12
 दर्शाएगा ।

Sophia

SO

SO

SO

बिल्कु ल!

ZoyaZO

और 1 
3
, 1 

6
 और  1 

12
  के लिए दूसरी बोतल पर तीन पट्टियाँ ।

SophiaSO
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पहला नियम यह ह ैकि एक ही आकार और आकृति  की बोतलें 
एकत्र करना शरुू किया जाए… जिनकी तली बेलनाकार हो…

You

बहुत बढ़िया! मैंने कभी भी धारिता या तरल पदार्थ के आयतन के तौर पर भिन्नों को अनभुव नहीं 
किया… इसका इस्तेमाल करने की इच्छु क मझु जैसी नई शिक्षिका का मार्गदर्शन आप कैसे करेंगे?

Sophia

बोतलों को विभिन्न स्तरों तक भरकर स्वय करके दखेने के इस अनभुव से उन्हें ज़्यादा स्पष्टता 
आई । 2 

3
 या 3 

5
 अमूर्त चिह्न नहीं रह गए थे, बल्कि कुल लम्बाई के सन्दर्भ में वास्तविक मात्राए ँ 

थीं । दो भिन्नों का योग करने का एक उद्देश्य था । और इस तरह से उनकी उत्सुकता बढ़ी ।

You

SO

SO

बहुत बढ़िया ।

Sophia
मैंने इन बोतलों के साथ प्रयोग किया 
ह ै। ये कारगर हैं ।

MA

हाँ, और जब आप 1 
4
 = 3 

12
 को 2 

3
 = 8 

12
, से जोड़ते हैं, तो आप इसे 11 

12
 तक बढ़ते हुए दखेते हैं । 

Sophia

@Narender जी, विद्यार्थियों की प्रतिक्रिया कैसी थी?
Maaya

SO

ZO

तो फिर, 2 
3
 = 4 

6
 = 8 

12
 भी होगा ।

Zoya

You

और ये वाली नहीं काम करेंगी ।
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Messages Participants

Write your message...NK

Sophia, Maaya, Sanjay, Zoya, Narender Kothiyal
Math Space

आप बेलनाकार हिस्से के सबसे ऊपरी किनारे पर निशान लगाए ँऔर ऊँचाई निकालें… अब, 2, 3, 4, 5, 6, 
8, 10, 12, और सम्भव हो तो 15 के हर चनुें । हरेक हर के लिए काग़ज़ की पट्टी बनाए,ँ कुल 9 पट्टियाँ बनाए ँ
और उन्हें बराबर भागों में बाँटें– क्रमशः आध,े एक तिहाई, एक चौथाई, पाँचवें, छठवें, आठवें, दसवें, बारहवें 
और पन्द्रहवें में… अब, एक बोतल पर 5, 10 और 15 बराबर भागों में बँटी पट्टियाँ चिपकाए,ँ दूसरी बोतल पर 
3-6-12-15 भागों में बँटी पट्टियाँ चिपकाए,ँ तीसरी पर 2-4-8-12 भागों में बँटी…

@Narender जी, आपने कौन-सी कक्षा के बच्चों के साथ यह किया?

SanjaySA

कक्षा-7

You

You

और कक्षा में भिन्न दीवार लगाने से मदद मिलती ह…ै
You

बहुत बढ़िया!

क्या आपने भिन्नों का घटाना सिखाने के लिए भी इसका इस्तेमाल किया?

Sophia

Sophia

MA

हाँ, इससे समतलु्य भिन्नों की पहचान करने में मदद मिलती ह ै।

Maaya

SO

SO

हम्म… आप पहली बोतल में 3 
5 भरते हैं, फिर दूसरी बोतल में  1 

2
 

उड़ेलते हैं । पानी का शषे आयतन 3 
5
 – 1 

2
 को दर्शाता ह ै।

बेशक़ नहीं । विद्यार्थी पहले ही दखे रह ेहोंगे कि  3 
5
 = 6 

10  और 1 
2
 

= 5 
10  । तो उड़ेलने से पहले मैं उनसे उत्तर का अन्दाज़ा लगाने को कह सकती हू ँऔर वे 

सत्यापित कर सकते हैं कि उत्तर दरअसल  1 
10

 ह ै। 

Sophia

Sophia

क्यों नहीं? 3 
5
 – 1 

2 को आज़माकर दखेिए । 

क्या इसे इतने पर ही ख़त्म हो जाना चाहिए?

Sanjay

Sanjay

SA

SA

           		
           4

SO

SO
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Messages Participants
Sophia, Maaya, Sanjay, Zoya, Narender Kothiyal
Math Space

Write your message...NK

SO

ओह! मैं इसे अपनी कक्षा में करने के लिए उत्सुक हू ँ।

बिल्कु ल! मरेी मदद करने के लिए आप सबका बहुत-बहुत धन्यवाद । मैं 
पानी की बोतलों को ढँूढ़ना शरुू करती हू ँ।

Sophia

अब हम बात कर रह ेहैं । @Sophia उम्मीद ह ैकि इस चर्चा से आपको पाठ योजना बनाने में 
मदद मिली होगी । कक्षा के बाद अपना अनभुव साझा कीजिएगा ।

You

इसके साथ ही, अगर आप मखु्य गतिविधि के लिए 1 लीटर की बोतलों का इस्तेमाल करें और साथ 
में 2 लीटर और 500 मिलीलीटर की बोतलें रखें, तो दोगनुा करना और आधा करना सीध-ेसीध ेकिया 
जा सकता ह ै। 

SanjaySA

                	
        4

सम्पादकीय टिप्पणी  

उपरोक्त चर्चा अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय के मथै स्पेस में हुई बातचीत का एक काल्पनिक प्रस्तुतीकरण ह ै। हमने चर्चा को इस 
तरह से संशोधित किया ह ैकि यह मसैेजिंग ऐप में चटै की तरह लगे ।

नरेन्द्र कोठियाल अप्रैल 2013 से अज़ीम प्रेमजी स्कू ल, उत्तरकाशी में कार्यरत हैं । वे प्राथमिक और उच्च प्राथमिक 
कक्षाओ ंमें गणित पढ़ाते हैं । अज़ीम प्रेमजी स्कू ल में आने से पहले वे दहेरादून में विभिन्न विद्यालयों में शिक्षण क्षेत्र से 
जडु़े रह ेहैं । उन्हें कहानी की पसु्तकें  पढ़ने का शौक़ ह ै। उनसे narender.kothiyal@azimpremjifoundation.org पर 
सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

मैथ स्पेस अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय की एक गणित प्रयोगशाला ह ैजो स्कू लों, शिक्षकों, अभिभावकों, बच्चों, स्कू ली शिक्षा और शिक्षक 
प्रशिक्षकों के साथ काम करने वाले गैर-सरकारी संगठनों को सेवाए ँ प्रदान करती ह ै। यह गणित की विभिन्न शिक्षक सहायक सामग्रियों  
(mat(h)erials) और उनकी सम्भावनाओ ंको तलाशती ह,ै उसी के साथ इनके कम लागत वाले संस्करण, जो कबाड़ से बनाए जा सकते हैं, को भी 
खोजती ह ै। यह गणित से डरने या नफ़रत करने वालों और साथ-ही-साथ गणित प्रेमियों, को सम्बोधित करने का प्रयास करती ह ै। यह एक ऐसा स्थान 
ह ैजहाँ कई लोगों के साथ चर्चा से विचार उत्पन्न होते हैं और विकसित होते हैं । मथै स्पेस को आप mathspace@apu.edu.in पर लिख सकते हैं।

अनुवाद : शहनाज़   पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता
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आइए हम निम्नलिखित सरल नियमों का उपयोग करके “मज़ेदार भिन्नों” को परिभाषित करें :

•	 नियम-1 : 12  एक मज़ेदार भिन्न ह ै। 

•	 नियम-2 : यदि  
p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह,ै तो p

p + q  भी एक मज़ेदार भिन्न ह ै।

•	 नियम-3 : यदि  
p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह,ै तो q

p + q भी एक मज़ेदार भिन्न ह ै।

इसका अर्थ यह ह ैकि हम मज़ेदार भिन्न  12  से शरुू कर सकते हैं और नियम-2 और नियम-3 को बार-बार लाग ूकरके 
अन्य सभी मज़ेदार भिन्न बना सकते हैं । जब नियम-2 लाग ू किया जाता ह ै तो एक लाल तीर खींचकर और जब  
नियम-3 लाग ूकिया जाता ह ैतो एक नीला तीर खींचकर हम नियम-2 और 3 को लाग ूकरने की प्रक्रियाओ ंको दृश्य 
रूप से दिखा सकते हैं ।

मान लीजिए कि  p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह ै।  p

q  पर नियम-2 और नियम 3 लाग ूकरके, हमें निम्नलिखित समीकरण 
मिलता ह ै: p

q
p

p + q
q

p + q

उदाहरण के लिए, 1
2
 पर नियम-2 और नियम-3 को लाग ूकरने को इस प्रकार दर्शाया जा सकता ह ै:

1
2

2
3

1
3

इस शाखा को एक और स्तर तक बढ़ाते हुए इस प्रकार दखेा जा सकता ह ै:
1
2

2
3

1
3

3
5

2
5

3
4

1
4

की-वर्ड : समस्या समाधान, समस्या उठाना, पैटर्न, फ़िबोनाची

भिन्न के  साथ मज़ा 
तेजस श्रीराम

यह लेख मूल रूप से एक ऑनलाइन गणितीय स्रोत, NRICH, पर प्रस्तुत की गई समस्या से प्रेरित है । विचार 
वाटिका के तत्वावधान में आयोजित किए गए ‘गणित मन्थन’ नामक कोर्स में भाग लेते हुए, एक समस्या 
ने मेरा ध्यान आकर्षित किया । यहाँ आगे, मैंने मूल समस्या(ओ)ं का जवाब दिया है और उस समस्या के 

स्वाभाविक विस्तार के बारे में खोजबीन की है, जहाँ मुझे कुछ पैटर्न मिले और मैंने उन्हें सिद्ध किया ।

https://nrich.maths.org/problems/clue-question
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इससे पता चलता ह ैकि प्रत्येक मज़ेदार भिन्न शाखाओ ंमें बँटकर दो नए मज़ेदार भिन्न बना दतेी ह ै।

गतिविधि : शाखाओ ंको अगले दो स्तरों तक विस्तार दें । आपके अवलोकन क्या हैं?

इसके बाद, आइए कुछ स्वाभाविक प्रश्नों का पता लगाए ँजिनका उल्लेख NRICH वेबपेज पर भी किया गया ह ै। पाठकों से 
आग्रह ह ैकि समाधानों की जाँच करने से पहले इन्हें हल करने का प्रयास करें : 

1.	 सबसे बड़ी/ छोटी मज़ेदार भिन्न कौन-सी ह?ै

2.	 सबसे बड़ा/ छोटा अशं कौन-सा ह?ै

3.	 क्या यह सही ह ैकि अशं घटते क्रम में नहीं होते?

4.	 ऐसा लगता ह ैकि एक मज़ेदार भिन्न के अशं और हर में 1 को छोड़कर कोई उभयनिष्ठ भाजक नहीं होता ह ै। क्या यह 
हमशेा सही होता ह?ै

5.	 क्या भिन्नों का एक बन्द फन्दा बनाना सम्भव ह,ै जहाँ परिवर्तनों का एक क्रम आपको प्रारम्भिक बिन्दु पर वापस ले आए?

अब, मैं पाठकों को उपरोक्त समस्याओ ंको हल करने की अपनी यात्रा पर ले जाना चाहूगँा । सबसे पहले हम एक संकेतन प्रस्तुत 
करते हैं : चूकँि प्रत्येक चरण में केवल दो सम्भावनाए ँहैं, इसलिए हम नीच ेवर्णित संकेतन का उपयोग करके प्रत्येक मज़ेदार 
भिन्न को दर्शा सकते हैं ।

•	 नियम-1 द्वारा उत्पन्न मज़ेदार भिन्न को प्रतीक A द्वारा दर्शाया गया ह ै।

•	 नियम-2 द्वारा उत्पन्न एक मज़ेदार भिन्न को प्रतीक B द्वारा दर्शाया गया ह ैऔर

•	 नियम-3 द्वारा उत्पन्न एक मज़ेदार भिन्न को प्रतीक C द्वारा दर्शाया गया ह ै।

इसका मतलब ह ैकि 12  को A के रूप में दर्शाया गया ह ैऔर किसी भी अन्य मज़ेदार भिन्न को A से शरुू होने वाली शृखंला 
के रूप में दर्शाया जा सकता ह ैऔर उसके बाद Bs और/ या Cs का द्विआधारी संयोजन आ सकता ह ै।

उदाहरण के लिए, ABCB मज़ेदार भिन्न  37  को प्रस्तुत करता ह,ै क्योंकि
1
2

1
3

3
4

3
7B

A
C B

समाधान		

1.	 चूकँि  12  धनात्मक ह,ै इसलिए हर दूसरी मज़ेदार भिन्न धनात्मक होनी चाहिए । साथ ही, चूकँि प्रत्येक मज़ेदार भिन्न का हर, 
अशं से बड़ा होता ह,ै इसलिए प्रत्येक मज़ेदार भिन्न 1 से छोटा होना चाहिए ।

अब आइए A, AB, ABB, ABBB, ABBBB, इत्यादि के रूप के मज़ेदार भिन्नों को दखेें । इसका मतलब ह ैकि हम 
नियम-2 को 12  पर बार-बार लाग ूकर रह ेहैं । दृश्य रूप में इसका मतलब सबसे बाई ंशाखा ह ै:

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

A

AB

ABB

ABBB

ABBBB
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किसी भी प्राकृति क संख्या n का व्युतक्रम 1
n  इस शाखा में होना चाहिए । इस प्रकार, इस शाखा में प्रविष्टियाँ छोटी होती 

रहती हैं और कभी समाप्त नहीं होती हैं । इसका मतलब ह ैकि कोई सबसे छोटी मज़ेदार भिन्न सम्भव नहीं ह ै। 

आइए अब हम AC, ABC, ABBC, ABBBC, ABBBBC इत्यादि रूपों की मज़ेदार भिन्नों को दखेें । इसका 
मतलब ह ै 12  पर नियम-2 को बार-बार लाग ूकरना और फिर अन्त में एक बार नियम-3 को लाग ूकरना । दृश्य रूप से, 
इसका मतलब ह ै‘दूसरी’ सबसे बाई ंशाखा :

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

A

AB

ABB

ABBB

ABBBB

2
3

3
4

4
5

5
6

6
7

AC

ABC

ABBC

ABBBC

ABBBBC

इस शाखा में प्रत्येक प्राकृति क संख्या n > 1 के लिए  n
n + 1  के रूप के मज़ेदार भिन्न हैं । इसलिए यह मज़ेदार भिन्नों का 

एक बढ़ता हुआ क्रम ह ैजो कभी समाप्त नहीं होता । इसका मतलब ह ैकि कोई सबसे बड़ी मज़ेदार भिन्न सम्भव नहीं ह ै।

2.	 सबसे छोटा अशं स्पष्ट रूप से 1 ह,ै जो  1
2
 का अशं ह ै। हालाँकि, जैसा कि हमने समाधान-1 में दखेा,  n

n + 1
 प्रत्येक 

प्राकृति क संख्या n के लिए एक मज़ेदार  भिन्न ह ै। इसलिए कोई भी सबसे बड़ा अशं सम्भव नहीं हो सकता ह ै।

3.	 हाँ, चूकँि नियम-2 अशंों को बनाए रखता ह ैऔर नियम-3 अशंों को बढ़ाता ह,ै इसलिए अशं कभी घट नहीं सकते । 
लेकिन क्या होगा यदि हम किसी स्तर पर अशं और हर के बीच एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड को निरस्त कर सकें ? अगला 
समाधान कहता ह ैकि यह सम्भव नहीं ह ै।

4.	 मान लीजिए  p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह ै। नियम-2 या नियम-3 लाग ूकरने पर, हमें क्रमशः भिन्न p

p + q या  q
p + q प्राप्त होते 

हैं । आइए हम इन तीन भिन्नों के बीच अशंों और हरों के उभयनिष्ठ गणुनखण्डों की तलुना करने का प्रयास करें ।

मान लीजिए कि d, p और q दोनों का एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड ह ै। तब स्पष्ट रूप से d को p + q को विभाजित 
करना चाहिए । इसी प्रकार, मान लीजिए कि d, p और p + q दोनों का एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड ह,ै तो d को  
q = (p + q) - p को भी विभाजित करना चाहिए । इसका मतलब ह ैकि p, q और p + q के उभयनिष्ठ गणुनखण्डों 
की सचूी बिल्कु ल समान ह ै। 

स्पष्ट रूप से, पहली मज़ेदार भिन्न 1
2  के लिए, अशं और हर के बीच केवल एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड ह,ै अर्थात 1 । 

इसलिए हर दूसरी मज़ेदार भिन्न p
q  के लिए, अशं p और हर q का एकमात्र उभयनिष्ठ गणुनखण्ड 1 ही ह ै।   

5.	 नियम-2 और 3 दोनों ही हरों को बढ़ाते हैं । इसलिए बन्द फन्दा प्राप्त करने का एकमात्र तरीक़ा छोटे अशं और हर प्राप्त 
करने के लिए मज़ेदार भिन्न में उभयनिष्ठ गणुनखण्डों को निरस्त करना ह ै। हालाँकि, समाधान-4 के अनसुार, यह सम्भव 
नहीं ह ै। इसलिए कोई फन्दा नहीं बनता । 



45अज़ीम प्रेमजी यनूिवर स्िटी एट राइट एंगल्स, नवम्बर 2024

गणित का मज़ा 

मैंने एक और दिलचस्प बात दखेी । आइए सबसे दाई ंशाखा को दखेें, जिसकी प्रविष्टियाँ A, AC, ACC, ACCC, ACCCC 
इत्यादि के रूप में हैं ।

1
2

2
3

3
5

5
8

8
13

A

AC

ACC

ACCC

ACCCC

ध्यान दें कि इन भिन्नों को निम्नानसुार पनुरावर्ती रूप से परिभाषित किया जा सकता ह ैऔर हमें फ़िबोनाची संख्याओ ंकी याद 
आनी चाहिए । मान लें कि प्रत्येक प्राकृति क संख्या m के लिए

 F1 = 1

F2 = 2

Fm + 2 = Fm + 1 + Fm ह ै।

स्पष्ट रूप से, ACCC…CCC के रूप का कोई भी मज़ेदार भिन्न 
Fm + 1

Fm + 2
 के अलावा कुछ नहीं हो सकता, जहाँ m अन्त में   

दिखाई दनेे वाले C की संख्या ह ै। जैसा कि हम पहले ही दिखा चकेु हैं, इसका मतलब ह ैकि क्रमानगुत फ़िबोनाची संख्याओ ं
के बीच 1 के अलावा कोई उभयनिष्ठ गणुनखण्ड नहीं हैं ।

मैंने यह भी दखेा कि यदि हम हर Fm + 2 को अशं Fm + 1 से भाग दें, तो हमें हमशेा शषे Fm प्राप्त होता ह ै। ऐसा इसलिए ह ै
क्योंकि Fm + 2 = Fm+1 + Fm । फिर मैंने कुछ और दिलचस्प बात दखेीं । यह ACCC…CCCBBB…BBB के रूप वाले 
मज़ेदार भिन्नों के लिए भी सही ह,ै जहाँ C बीच में m बार और B अन्त में k बार दिखाई दतेा ह ै।

उदाहरण के लिए, AB, ACB, ACCB, ACCCB, ACCCCB इत्यादि के रूप वाले मज़ेदार भिन्न इस प्रकार दिखाई  
दतेी हैं : 

1
3

2
5

3
8

5
13

8
21

AB

ACB

ACCB

ACCCB

ACCCCB

1
2

2
3

3
5

5
8

8
13

A

AC

ACC

ACCC

ACCCC
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सम्पादकीय टिप्पणी 

इस लेख में प्रस्तुत की गई समस्याए ँस्वाभाविक रूप से अनेक भिन्नताओ ंऔर दिलचस्प नए प्रश्नों को जन्म दतेी हैं । उदाहरण के लिए, क्या होगा 

यदि आरम्भिक मज़ेदार भिन्न 12  से p
q  भिन्न हो? क्या प्रत्येक भिन्न अपने घटे हुए रूप में उपरोक्त वृक्ष में दिखाई दतेी ह?ै इन समस्याओ ंको 9 से 

16 वर्ष की आय ुके विद्यार्थियों के अनकूुल बनाया जा सकता ह,ै जिससे उन्हें भिन्न की संक्रियाओ ंका अभ्यास करने, पैटर्न की पहचान करने और 

अपने निष्कर्षों को सही ठहराने के अवसर मिलते हैं । शिवरामन (2021) ने एट राइट एगंल्स के जलुाई 2021 के अकं में इससे सम्बन्धित एक अन्य 

रूप के बारे में खोजबीन की थी, जिसे पढ़ने के लिए हम पाठकों को प्रोत्साहित करते हैं ।
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मथेैमटेिशियन फ़ाउण्डेशन के एप्सिलॉन इडंिया जैसे प्रतिष्ठित गणित और विज्ञान कार्यक्रमों का हिस्सा रह े हैं । उनसे  
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अनुवाद : निशान्त राणा       पुनरीक्षण : भरत त्रिपाठी        कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय

आइए दखेें कि यह क्यों सत्य ह ै। मान लें कि  p
q   ACCC…CCCBBB…BBB रूप की एक भिन्न ह,ै जहाँ बीच में C, m 

बार दिखाई दतेा ह ैऔर B अन्त में k बार दिखाई दतेा ह ै। दूसरे शब्दों में, p
q  पहले, नियम-3 को लगातार m बार लाग ूकरके और 

फिर नियम-2 को बार-बार लाग ूकरके  12  से p
q  प्राप्त किया जाता ह ै। इसलिए p

q  को नियम-2 को k बार लाग ूकरके 
Fm + 1

Fm + 2
   से 

प्राप्त किया जाएगा । इसलिए हमारे पास होना चाहिए 

p
q

Fm + 1

Fm + 2 + k(Fm + 1)
=

इसलिए यदि हम हर q को अशं p से भाग दें, तो हमें भागफल के रूप में k + 1 तथा शषे के रूप में Fm प्राप्त होना चाहिए । इसलिए 
हमने जो सिद्ध किया ह ैवह निम्नलिखित प्रमये ह ै।

प्रमेय । मान लें कि p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह ैजिसे नियम-3 को m बार लाग ूकरके और फिर नियम-2 को k बार लाग ूकरके 12  से 

प्राप्त किया जाता ह,ै फिर यदि हम q को p से विभाजित करते हैं, तो शषे हमशेा Fm होता ह ैजिसे निम्न रूप में परिभाषित किया 

जाता ह ै: 
F1 = 1
F2 = 2
Fm + 2 = Fm + Fm + 1

mailto:tejas.sriram1201@gmail.com
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बहुभजुों को ऐसी सरल बन्द आकृतिय ों के रूप में 
परिभाषित किया जाता ह ैजो सीध े रेखाखण्डों से बनी 
होती हैं (जो 180 डिग्री पर नहीं मिलते) । हम सामान्य 
रूप से बहुभजु को उसकी भजुाओ ंकी संख्या के आधार 
पर नाम दतेे हैं । तीन भजुाओ ंवाले बहुभजु को 3-भजु 
या त्रिभजु कहा जाता ह ैऔर चार भजुाओ ंवाले बहुभजु 
को 4-भजु या चतरु्भुज कहा जाता ह ै। सामान्यत: कोई 
बहुभजु जिसमें n किनारे और n शीर्ष होते हैं उसे n-भजु 
कहा जाता ह ै। रेखाखण्ड या बहुभजु की भजुाओ ंको 

किनारे कहा जाता ह ै और किनारे जिन बिन्दुओ ं पर 
मिलते हैं उन्हें शीर्ष कहा जाता ह ै। 

आगे हम इस बात पर चर्चा करेंगे कि मडु़े हुए काग़ज़ को 
अलग-अलग ढंग से काटने पर किस प्रकार हमें बहुभजु 
आकृतिय ाँ मिल सकती हैं । विद्यार्थी विभिन्न क्रमों में 
काग़ज़ को काटकर और सामने आने वाली आकृतिय ों 
का अवलोकन करके सममिति और बहुभजुों के रिश्ते 
की गहरी समझ हासिल कर सकते हैं ।

की-वर्ड : रैखिक सममिति, सममित चतरु्भुज, सममित त्रिभजु

सममित बहुभुजों की खोजबीन
अजय कुमार

यह लेख सममित बहुभुजों के अध्ययन को ज़्यादा आकर्षक बनाने के लिए विभिन्न पद्धतियों की 
पड़ताल करता है । यह स्वयं करके सीखने वाली ऐसी गतिविधियों पर ज़ोर देता है जो अवलोकन और 

सामान्यीकरण को बढ़ावा दें । ध्यानपूर्वक तैयार की गई गतिविधियों के माध्यम से गणित जैसे अमूर्त विषय 
को एक जीवन्त, सवंादात्मक, स्पर्शनीय अनुभव में बदला जा सकता है । एनसीईआरटी कक्षा-6 की गणित 

की पाठ्यपुस्तक के सबसे हालिया ससं्करण में स्वयं करके सीखने वाली तमाम गतिविधियों के ज़रिए 
सममिति के सिद्धान्त से विद्यार्थियों को परिचित कराया गया है । ये ऐसी गतिविधियाँ हैं जो विद्यार्थियों की 
कल्पना को साकार कर सकती हैं । इनमें काग़ज़ मोड़ने और काटने (एनसीईआरटी, 2004, पेज 223) को 
लेकर एक उल्लेखनीय गतिविधि है जिसमें विद्यार्थियों को मुड़े हुए काग़ज़ से बने कटआउट (आकृतियों) 

के आकारों का अनुमान लगाना है । यह ऐसी प्रक्रिया है जिससे न सिर्फ़  सममिति के बारे में बच्चों की 
समझ बढ़ती है बल्कि ज्यामितीय स्वरूपों की उनकी समझ भी विकसित होती है । इन अभ्यासों द्वारा तैयार 
बुनियाद पर आगे बढ़ते हुए यह लेख ऐसी कई गतिविधियों की पड़ताल करता है जो पाठ्यपुस्तक के पूरक 

के तौर पर काम कर सकती हैं और कक्षा के अनुभव को बेहतर बना सकती हैं । 

चित्र-1

शीर्ष

किनारे 
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पहले यह समझ लें कि इस लेख के उद्देश्य के लिए एक 
‘काट’, ‘काट के क्रम’ और ‘कटआउट’ क्या हैं । एक 
‘काट’ का मतलब, किसी सीधी रेखा के अनदुिश काग़ज़ 
को काटने के लिए लगाई गई लकीर ह ै(जैसा कि चित्र-2 
में दिखाया गया ह)ै । ‘दो काट के एक क्रम’ में दूसरी काट 
पहली काट के अन्तिम बिन्दु से शरुू होकर ऐसी सीधी रेखा 
में चलती ह ैजो कि पहली काट से नहीं मिलती । यानी दोनों 
काटों के बीच उनके साझा बिन्दु पर कोई कोण (180 डिग्री 
के अलावा) होता ह ै। चित्र-3 तीन काटों का एक क्रम 
दिखाता ह ै। ‘कटआउट’ से हमारा तात्पर्य मडु़े हुए काग़ज़ 
के उस टुकड़े से ह ैजो काटों के उस अनकु्रम के परूा होने पर 
सामने आता ह ैजो मोड़ रेखा के अनदुिश किसी बिन्दु से शरुू 
होता ह ैऔर मोड़ रेखा के अनदुिश ही किसी बिन्दु पर समाप्त 
होता ह ै। हम इसे एक बहु-काट कहते हैं । चित्र-3 के दाई ं
तरफ़ की तस्वीर 3 काटों के क्रम (जैसा कि साथ वाले चित्र 
में दिखाया गया ह)ै का उपयोग करते हुए हासिल कटआउट 
को दर्शाती ह ै। 

कुछ सामान्य अवलोकन
1.	 कटआउट के रूप में एक बहुभजु प्राप्त करने के लिए हमें 

मोड़ रेखा पर किसी बिन्दु से शरुुआत करनी पड़ेगी, सरल 
रेखा के अनदुिश काट लगानी पड़ेगी (क्योंकि कटआउट 
सिर्फ़  रेखाखण्डों से मिलकर बना होना चाहिए) और मोड़ 
रेखा पर ही किसी अन्य बिन्दु पर अन्त करना होगा । यह 
बाध्यता इस बात को सनुिश्चित करती ह ैकि कटआउट 
एक सरल, बन्द बहुभजुीय आकृति  होगी ।

2.	 जैसा कि चित्र-2 में दिखाया गया ह,ै एक अकेली काट 
किसी बहुभजु का निर्माण नहीं कर सकती क्योंकि इसके 
लिए ऐसे और शीर्षों व किनारों की ज़रूरत होती ह ैजो 
मोड़ रेखा के अनदुिश ख़दु को प्रतिबिम्बित करें । इसकी 
बजाय अनेक काटों (जैसा कि ऊपर वर्णन किया गया ह)ै 
की ज़रूरत होती ह ै। 
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चित्र-2

3.	 अगर कोई बिन्दु मोड़ रेखा पर किसी ऐसी काट पर 
ह ै जो मोड़ के साथ समकोणों (90 डिग्री) पर नहीं ह ै
तो यह बिन्दु बहुभजुीय कटआउट का एक शीर्ष ह ै 
(चित्र-3 दखेें) । 
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चित्र-3

4.	 अगर कोई बिन्दु मोड़ रेखा पर ऐसी काट पर ह ैजो मोड़ के 
साथ समकोण पर ह ैतो यह बिन्दु बहुभजुीय कटआउट 
का शीर्ष नहीं होता (चित्र-4 दखेें) । इसके अलावा, ऐसा 
बिन्दु बहुभजुीय कटआउट के एक किनारे का मध्य बिन्दु 
होगा । 
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चित्र-4

5.	 किसी बिन्दु (यह बिन्दु मोड़ रेखा पर नहीं हो सकता) पर 
किन्हीं भी दो काटों के मिलने से बहुभजुीय कटआउट के 
दो शीर्ष बन जाते हैं (चित्र-5 दखेें) ।

खोज-1 : सममित त्रिभुज (3-भुज) बनाना 
आइए शरुुआत इस बात की पड़ताल से करें कि एक त्रिभजु 
कैसे बनाए ँजो मोड़ रेखा के अनदुिश सममित हो । 

सवाल : किसी मुड़े हुए काग़ज़ से एक सममित 
त्रिकोणीय कटआउट प्राप्त करने के लिए इस काग़ज़ 
को काटने के सम्भावित तरीक़े क्या हो सकते हैं? 
आइए हम एक काग़ज़ को मोड़कर आधा कर दें, जैसा कि 
ऊपर के चित्रों में दिखाया गया ह ै। ध्यान दें कि हम तीन 
(या अधिक) काट का उपयोग नहीं कर सकते क्योंकि इससे 

cos30°

√3
= 2√3 + 3

2 – √3
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दो काटों के मिलने से दो (या अधिक) अलग-अलग बिन्दु 
निर्मित होते हैं और नतीजतन अवलोकन-5 के हिसाब से इस 
कटआउट में चार शीर्ष होंगे । इसलिए, एक त्रिभजु हासिल 
करने के लिए हमें बस दो काटों की ज़रूरत ह ै।
अगर दोनों में से कोई भी काट मोड़ रेखा के साथ समकोण 
पर नहीं ह ैतो अवलोकन-3 के मतुाबिक़ मोड़ रेखा पर स्थित 
दो बिन्दुओ ंके नतीजे में बहुभजुीय कटआउट के दो शीर्ष बन 
जाते हैं । अवलोकन-5 के अनसुार इन दो काटों के मिलने का 
बिन्दु बहुभजुीय कटआउट के दो और शीर्षों को जन्म दतेा 
ह ै। इस तरह, ऐसी स्थिति में बहुभजु की चार भजुाए ँहोती हैं 
और त्रिभजु का निर्माण नहीं हो सकता । 

इसलिए त्रिभजु हासिल करने के लिए रणनीतिक रूप से दो 
काट लगाने का अकेला तरीक़ा ह ैकि इन दो काटों में से मात्र 
एक को मोड़ रेखा के साथ ठीक समकोण पर रखना । नीच े
दिए गए चित्र त्रिभजु निर्माण तक ले जाने वाले इस तरह की 
रणनीतिक काटों को दिखाते हैं । ज़ाहिर ह ैकि मोड़ रेखा प्राप्त 
हुए त्रिभजु के लिए सममिति की रेखा ह ै। 
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चित्र-5

इसके अलावा, ध्यान दें कि इस सममिति की रेखा के 
अनदुिश इन त्रिकोणीय कटआउट को मोड़ने से इसकी दोनों 
तरफ़ के किनारे सम्पाती हो जाते हैं यानी ये दो किनारे एक 
ही लम्बाई के होते हैं । इसलिए, हम यह निष्कर्ष निकाल 
सकते हैं कि अगर किसी त्रिभजु में एक सममिति की रेखा 
ह ैतो रेखा की दोनों तरफ़ के दो किनारे बराबर लम्बाई के 
होते हैं । ऐसा त्रिभजु समद्विबाहु त्रिभजु कहलाता ह ै। इसके 
बाद हम दखेते हैं कि दोनों तरफ़ के दो शीर्ष सम्पाती होते 
हैं जो दर्शाता ह ैकि उनसे मिलने वाले किनारे को मोड़ रेखा 
समद्विभाजित करती ह ै। 

R Q

S P

A
B

C

D

D
C

A

B

P

चित्र-6 

आगे की खोज :  हम काग़ज़ को दो जगह से यकु्तिपरू्वक 
काटकर तीनों समान भजुाओ ंवाला त्रिभजु (जिसे समबाहु 
त्रिभजु कहते हैं) कैसे प्राप्त कर सकते हैं?

खोज- 2 : सममित चतुर्भुज (4-भुज) बनाना 
इसके बाद हम अपना ध्यान 4 भजुाओ ं वाला एक ऐसा 
बहुभजु, यानी चतरु्भुज, बनाने की तरफ़ लगाते हैं जो मोड़ के 
अनदुिश सममित हो ।

सवाल : किसी मुड़े हुए काग़ज़ से एक सममित चतुर्भुज 
का कटआउट प्राप्त करने के लिए इस काग़ज़ को काटने 
के सम्भावित तरीक़े क्या हो सकते हैं?

पहले, आइए हम एक काग़ज़ को मोड़कर आधा कर दें । 
ध्यान दें कि हम चार (या अधिक) काटों का इस्तेमाल नहीं 
कर सकते क्योंकि इनके नतीजे में तीन (या अधिक) ऐसे 
बिन्दु सामने आते हैं जहाँ दो काटें मिलती हैं और इसलिए 
अवलोकन-5 के मतुाबिक़ इस कटआउट में छह (या 
अधिक) शीर्ष होंगे । इसलिए चतरु्भुज हासिल करने के लिए 
हमें दो या तीन काटों की ज़रूरत ह ै।

स्थिति-1 – दो काटों के साथ : पहले, आइए एक चतरु्भुज 
का कटआउट हासिल करने के लिए सिर्फ़  दो काटों का 
इस्तेमाल करते हैं । अवलोकन-3 के वर्णन के मतुाबिक़ जब 
हम ऐसी दो काट लगाते हैं जिनमें से कोई भी मोड़ रेखा 
के साथ समकोण पर नहीं होती तो हमें चतरु्भुज हासिल  
होता ह ै। 
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चित्र-7

चतरु्भुज ABCD (चित्र-7 दखेें), में ध्यान दें कि मोड़ रेखा 
सममिति की रेखा ह ै। स्पष्ट ह ैकि B और D चतरु्भुज के ऐसे 
शीर्ष हैं जो मोड़ रेखा के चारों ओर एक-दूसरे के सममित 
हैं, जबकि A और C ऐसे शीर्ष हैं जो सममिति की रेखा पर 
स्थित हैं । आइए हम एक रेखाखण्ड के माध्यम से B और 
D को जोड़ें और उसे सममिति की रेखा को O पर काटने दें 
जैसा कि चित्र-8 में दिखाया गया ह ै।
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चित्र-8

ध्यान दें कि जब हम ABCD को सममिति की रेखा के 
अनदुिश मोड़ते हैं तो OB व OD सम्पाती होती हैं । इसके 
अलावा, कोण AOB व AOD और COB व COD एक-
दूसरे के साथ क्रमशः सम्पाती होते हैं । इसलिए, OB व OD 
एक ही लम्बाई की हैं । इसके अलावा, AOB, AOD, 
COB और COD में से हर एक कोण समकोण ह ै।

इसलिए, हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि ठीक दो काटों 
का इस्तेमाल करके हासिल किए गए ऐसे सममित चतरु्भुज 
में दो शीर्ष सममिति की रेखा पर स्थित होते हैं और उन्हें 
जोड़ने वाला विकर्ण दूसरे विकर्ण का लम्ब समद्विभाजक 
होता ह ै। इस गणु वाले दो प्रकार के चतरु्भुज होते हैं : पतंग 
और भाला । (ध्यान रह ेकि कोई ख़ास स्थिति हो सकती ह ै
जब समचतरु्भुज प्राप्त हो ।) 
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चित्र-9

स्थिति-2 – तीन काटों के साथ : यदि तीनों में से कोई 
भी काट मोड़ रेखा के साथ समकोण पर स्थित नहीं ह ैतो 
अवलोकन-3 के मतुाबिक़ मोड़ रेखा पर स्थित दो बिन्दु 
बहुभजुीय कटआउट के दो शीर्षों को जन्म दतेे हैं । वे दो 
बिन्दु जहाँ इन काटों के दो यगु्म मिलते हैं, अवलोकन-5 के 

मतुाबिक़ बहुभजुीय कटआउट के चार और शीर्षों को जन्म 
दतेे हैं । इसलिए, ऐसी स्थिति में बहुभजु की छह भजुाए ँहोती 
हैं और इसलिए वह चतरु्भुज नहीं हो सकता ।

इसके अलावा, हम दखेते हैं कि अगर तीन काटों में से बस 
एक काट मोड़ रेखा के साथ समकोण पर ह ैतो अवलोकन-4 
के मतुाबिक़ ऐसी काट पर स्थित बिन्दु बहुभजुीय कटआउट 
का शीर्ष नहीं बनता । लेकिन, मोड़ रेखा पर स्थित अन्य 
बिन्दु जो अन्य दो काटों में से एक पर ह,ै शीर्ष निर्मित करता 
ह ै। इसके अलावा, वे दो बिन्दु जहाँ इन दो काटों के दो यगु्म 
मिलते हैं, अवलोकन-5 के मतुाबिक़, बहुभजुीय कटआउट 
के चार और शीर्षों को जन्म दतेे हैं । इसलिए ऐसी स्थिति में 
बहुभजु की पाँच भजुाए ँहोंगी और इसलिए वह चतरु्भुज नहीं 
हो सकता ।

इसलिए, चतरु्भुज हासिल करने के लिए तीन काटों का 
इस्तेमाल करने का एकमात्र तरीक़ा ह ैदो ऐसी काट लगाना 
जो मोड़ रेखा के साथ समकोणों पर हों । ऐसे में, वे दो बिन्दु 
जहाँ इन दो काटों के दो यगु्म मिलते हैं, अवलोकन-5 के 
मतुाबिक़, बहुभजुीय कटआउट के चार शीर्षों को जन्म दतेे हैं 
और इसके अलावा और कोई शीर्ष नहीं होते । नीच ेदिए गए 
चित्र (चित्र-10) ऐसी कुछ स्थितियाँ दिखाते हैं ।
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चित्र-10

चित्र-7 व चित्र-8 में बने चतरु्भुज को पतंग कहा जाता ह ै
जबकि चित्र-9 में बने चतरु्भुज को भाला । दोनों के बीच 
फ़र्क़  यह ह ैकि पतंग के मामले में विकर्ण BD परूी तरह से 
चतरु्भुज के भीतर स्थित ह ैजबकि भाले के मामले में विकर्ण 
BD परूी तरह से चतरु्भुज के बाहर स्थित ह ै।

चतरु्भुज PQRS (चित्र-10) में, मोड़ रेखा सममिति की 
रेखा ह ै। स्पष्ट ह ै कि P और S व Q और R इस चतरु्भुज 
के शीर्षों के ऐसे यगु्म हैं जो मोड़ रेखा के चारों ओर संगत 
रूप से सममित हैं । इसके अलावा, PS व QR एक-दूसरे के 
समान्तर हैं क्योंकि वे दोनों सममिति की रेखा के लम्बवत हैं । 
इसके अतिरिक्त, PQRS को सममिति की रेखा के अनदुिश 
मोड़ने पर हम दखेते हैं कि PQ व RS सम्पाती हो जाती हैं 
यानी वे समान लम्बाई की हैं ।
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इसलिए हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि ठीक तीन 
काटों का इस्तेमाल करके हासिल किए गए सममित चतरु्भुज 
में सममिति की रेखा पर कोई शीर्ष स्थित नहीं होता और 

इसमें समान्तर सम्मुख भजुाओ ंका एक यगु्म होता ह ैजबकि 
सम्मुख भजुाओ ंके दूसरे यगु्म में लम्बाई समान होती ह ै। ऐसे 
गणु वाले चतरु्भुज को हम समद्विबाहु समलम्ब कहते हैं ।  

आगे की खोज : किन परिस्थितियों में हम गारंटी से यह कह सकते हैं कि ऊपर बताई गई प्रक्रियाओ ंसे प्राप्त किए गए सममित 
चतरु्भुजों में सममिति की कम-से-कम एक रेखा और होती ह?ै

हमारे अवलोकनों का सामान्यीकरण : किसी मडु़े हुए काग़ज़ से एक सममित n-भजुीय कटआउट प्राप्त करने के लिए इस 
काग़ज़ को काटने के कितने सम्भावित तरीक़े हो सकते हैं?
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यह रहा मार्च 2024 अकं के पेज-40 पर दिए गए सवाल का एट राइट एगंल्स के पाठक 
तेजस पटेल द्वारा भजेा गया हल । इस सवाल को आप यहाँ दखे सकते हैं https://
anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/4633/

हाँ, अर्जुन हर एक गलुाबजामनु की त्रिज्या का पता लगा सकता ह ैऔर वह कटोरी 
की त्रिज्या का भी पता लगा सकता ह ै।

माना कि r गलुाबजामनु की त्रिज्या ह ैऔर R कटोरे की त्रिज्या ह ै। दिया गया ह ैकि 
स्ट्रा की त्रिज्या 1 इकाई ह ै। जैसा कि चित्र में दिखाया गया ह,ै ΔABC समबाहु 
त्रिभजु ह ै।और माना कि OΔABC का केन्द्र ह ै।

अब OB = 1 + r = 
r

cos30°
 ⇒ r = 

√3

2 – √3
 = 2√3 + 3

अब R = 2r + 1 = 2(2√3 + 3) + 1 = 4√3 + 7.

∴ गलुाबजामनु की त्रिज्या r2√3+3और कटोरी की त्रिज्या R 4√3+7 ह ै।

तेजस चाणस्मा प्राइमरी स्कू ल नं-2, गजुरात में शिक्षक हैं । उन्होंने दकेार्त के वृत्त प्रमये का इस्तेमाल करते हुए इसी सवाल का एक दूसरा 
हल भी सझुाया ह ै। दकेार्त के प्रमये के बारे में यहाँ पढ़ सकते हैं https://en.wikipedia.org/wiki/Descartes%27_theorem#:~:text=In%20

geometry%2C%20Descartes’%20theorem%20states,satisfy%20a%20certain%20quadratic%20equation..
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गणितीय अवधारणाओ,ं जैसे संख्याए ँ और उनकी 
संक्रियाए,ँ या पैटर्न और आकृतिय ों, की समझ बनाना 
मशु्किल हो सकता ह ैक्योंकि उनमें ऐसा कुछ नहीं होता 
जिसे आप दखे या छू पाए ँ। जैसा कि ज़्याँ पियाजे का 
शोध सझुाता ह,ै बच्चे ज्ञान के तीन स्तरों के ज़रिए 
अवधारणाए ँसीखते हैं – ठोस, चित्रात्मक तथा अमूर्त 
(वॉड्सवर्थ, 1976) । इसलिए ज़रूरी ह ैकि उनके सीखने 
की शरुुआत करके दखेने वाली गतिविधियों से हो । यह 
शरुुआत वास्तविक वस्तुओ ंसे होनी चाहिए जिनके साथ 
वे अन्तर्क्रिय ा कर सकें , उसके बाद चित्रात्मक निरूपण से 
होते हुए अन्त में काग़ज़ पर इन अवधारणाओ ंके अमूर्त 
निरूपणों पर पहुचँा जाना चाहिए । राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की 
रूपरेखा : फ़ाउण्डेशनल स्टेज (एनसीईआरटी, 2022, प ृ
122) में भी शिक्षा में ईएलपीएस (ELPS) तरीक़े  का 
इस्तेमाल करने का सझुाव दिया गया ह ै। ईएलपीएस में 
ई का आशय एक्सपीरियंस (अनभुव), एल का आशय 
स्पोकन लैंग्वेज (बोली जाने वाली भाषा), पी का आशय 
पिक्चर्स (चित्र) और एस का आशय रिटन सिम्बल्स 
(लिखित प्रतीक) से ह ै।   

ठोस सामग्रियों की जाँच-पड़ताल के माध्यम से बच्चों 
का परिचय कार्यविधियों या कौशलों से करवाया जा 
सकता ह ै। बतौर उदाहरण, भाग के मामले में इसके लिए 
छह बच्चों के बीच 12 छड़ियों का बँटवारा किया जा 
सकता ह ै। ऐसे में जब विद्यार्थी वस्तुओ ंको सम्हालते 
हैं, वे समझ निर्मित करने और गणितीय प्रक्रियाओ ंव 

विधियों को आत्मसात करने की ओर ज़रूरी शरुुआती 
क़दम उठाते हैं । भौतिक वस्तुओ ंके साथ काम करने से 
विद्यार्थियों को पहले अवधारणाओ ंकी खोजबीन करने 
का मौक़ा मिल जाता ह ैजो समझने का ठोस स्तर ह ै। 
समय के साथ, कार्यनीतियों और एल्गोरिदम का विकास 
बाद में किया जा सकता ह ै।  

हम, धमतरी के अज़ीम प्रेमजी स्कू ल के शिक्षक, 
विभिन्न शिक्षण-अधिगम सामग्री (टीएलएम) निर्मित 
करने की प्रक्रिया में जटेु थे, ख़ासतौर पर गणित के 
लिए । इस गतिविधि के हिस्से के रूप में, हमने ऐरो कार्ड 
बनाए । टीएलएम के तौर पर ऐरो कार्ड, दृश्यात्मक व 
अन्तर्क्रिय ात्मक तरीक़े  से स्थानीय मान की अवधारणाए ँ
सिखाने के लिए इस्तेमाल किए जाते हैं । ऐरो कार्ड 
बच्चों को विभाजन (पार ट्िशनिग) और पनुःसंयकु्तिकरण 
(रिकंबाइनिग) समझने में भी मदद करते हैं । विभाजन 
में संख्याओ ंको छोटे-छोटे व सम्हाले जा सकने वाले 
टुकड़ों में तोड़ा जाता ह,ै और पनुःसंयकु्तिकरण में 
संख्याओ ंको अलग-अलग स्थानीय मानों के हिसाब से 
फिर से इकट्ठा किया जाता ह ै।     

स्थानीय मान सिखाने में आई ंचुनौतियाँ  

वस्तुओ ंकी गिनती से आगे बढ़कर स्थानीय मान को 
समझना बच्चों के लिए चनुौतीपूर्ण हो सकता ह ैक्योंकि 
इसमें दखेी और छुई जा सकने वाली चीज़ों (मूर्त) से 
हटकर अमूर्त की ओर बढ़ा जाता ह ैजिसका अस्तित्व 
उनके मन में होता ह ै।  

की-वर्ड : स्थानीय मान, शिक्षणशास्त्र, चनुौतियाँ, टीएलएम, ऐरो कार्ड

ऐरो कार्ड के  साथ मरेे शकै्षणिक अनभुव
मोख़्तर ज़मान द्वारा समीक्षित

लेखक कक्षा-3 के विद्यार्थियों के साथ ऐरो कार्ड (तीर के आकार के कार्ड) इस्तेमाल करने के अपने अनुभव 
साझा करते हैं । यहाँ वे व्याख्या करते हैं कि कैसे इस टीएलएम ने विद्यार्थियों की स्थानीय मान की समझ में 

क्रमिक रूप से इज़ाफ़ा किया । दिए गए उदाहरणों से इस सामग्री का प्रभाव ज़ाहिर है ।

https://www.scert.cg.gov.in/pdf/ncf-2022/NCF-FS-Hindi-Ver23Dec22.pdf
https://www.scert.cg.gov.in/pdf/ncf-2022/NCF-FS-Hindi-Ver23Dec22.pdf
https://www.scert.cg.gov.in/pdf/ncf-2022/NCF-FS-Hindi-Ver23Dec22.pdf
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स्थानीय मान के ऐसे व्यवहारिक उदाहरण सीमित ही हैं जो 
विद्यार्थियों के रोज़मर्रा के अनभुवों से मले खाते हों ।
एक स्थानधारक (प ल्ेसहोल्डर) के रूप में शनू्य की भूमिका 
को समझना विद्यार्थियों के लिए भ्रामक हो सकता ह ै। 
जटिल शब्दावली, मसलन ‘इकाई’, ‘दहाई’, ‘सैकड़ा’, व 
‘हज़ार’ जैसे पदों को समझना और उन्हें सम्प्रेषित कर पाना 
बेहद मशु्किल ह ै।  

ऐरो कार्ड के साथ काम 
शरुुआत में, मैं कक्षा में ऐरो कार्ड को प्रभावी ढंग से इस्तेमाल 
करना नहीं जानता था । मैं और सीख सकँू, इसके लिए मैंने 
एक मेंटर से सलाह ली । उन्होंने मझु ेसमझाया कि किस तरह 
ऐरो कार्ड स्थानीय मान को सहज रूप से समझने में बच्चों 
की मदद करते हैं । इस समझ के साथ, मैं अब उन्हें कक्षा में 
इस्तेमाल करने को लेकर आत्मविश्वास महससू करने लगा । 
इससे पहले तो स्थानीय मान पढ़ाने के लिए मैं स्ट्रॉ के गट्ठरों 
का इस्तेमाल करता था । मगर जैसे-जैसे मरेे विद्यार्थी बड़ी 
संख्याओ ंकी ओर बढ़े, मझु ेऐरो कार्ड विधि ज़्यादा मददगार 
लगी । कक्षा में ऐरो कार्ड इस्तेमाल करने का अपना अनभुव 
मैं नीच ेसाझा कर रहा हू ँ।   

कक्षा-3 में प्रवेश करते ही मैंने ऐरो कार्ड का बक्सा निकाला । 
बच्चे बक्से को बड़े कौतहूल से दखे रह ेथे, और जब अन्दर 
से रंगीन कार्ड निकले तो वे उन्हें दखेकर ख़ुश हो गए । हर 
ऐरो कार्ड किसी संख्या के इकाई, दहाई या सैकड़े के अकं 
प्रदर्शित करता ह ै। मिसाल के लिए, 500, 100, 50, 20, 5, 
2 । इन्हें एक के ऊपर एक रखकर दो-अकंीय, तीन-अकंीय 
इत्यादि संख्याए ँबनाई जा सकती हैं । मैंने प्रत्येक बेंच को ऐरो 
कार्ड का एक-एक सेट दिया । बच्चों ने जल्दी से उन्हें खोला 
और अपनी बेंचों पर उन्हें जमाना शरुू कर दिया । वे आगे के 
निर्देशों का उत्सुकता से इन्तज़ार करने लगे । आगे क्या होगा, 
इसे लेकर वे जिज्ञासा से भरे थे ।      

सबसे पहले, मैंने 0 से 9 तक की अलग-अलग एक-अकंीय 
संख्याए ँपकुारीं और बच्चों से उनके अनरुूप ऐरो कार्ड उठाने 
को कहा । इसके बाद, मैंने दहाई और सैकड़े की अवधारणा 
समझाई, और फिर से अलग-अलग संख्याए ँपकुारीं ताकि 
उनके अनरुूप बच्चे सही ऐरो कार्ड उठाए ँ। मिसाल के तौर 
पर, 25 बनाने के लिए उन्हें ‘20’ और ‘5’ वाले ऐरो कार्ड 
उठाने होंगे और फिर उन्हें साथ रखना होगा ताकि उनकी 
तिरछी रेखाए ँएक सीध में (समान्तर) हों । यह विद्यार्थियों को 
सिखाता ह ैकि दो-अकंीय संख्याए ँदहाइयों और इकाइयों से 
बनी होती हैं ।     

इसी सिलसिले में आगे, जब मैंने 234 की संख्या बोली तो 
कई बच्चों ने 200 की संख्या का कार्ड उठाया, मगर उसके 
बाद 30 की संख्या का कार्ड उठाने की जगह उन्होंने 3 की 
संख्या का कार्ड उठाया और इकाई के स्थान के लिए 4 की 
संख्या का कार्ड उठाया ।  
फिर मैंने जान-बझूकर ऐरो कार्ड से ग़लत संख्याए ँ बनाई ं
और विद्यार्थियों से ग़लतियाँ पहचानने और उन्हें ठीक करने  
को कहा । 
मैंने 345 के लिए 300, 40, और 5 के कार्ड की जगह 3, 
40, और 5 के कार्ड जमा दिए । फिर उनसे कहा कि वे ऐरो 
कार्ड के कोने पकड़ें । जैसे ही उन्होंने ऐसा किया वैसे ही 
बीच वाला कार्ड, जो कि 3 की संख्या का कार्ड था, गिर 
गया । यह दहाई और इकाई की अवधारणाए ँसमझाने का 
एक बढ़िया मौक़ा था । साथ ही, यह समझाने का भी मौक़ा 
मिला कि ऐरो कार्ड की मदद से कैसे सही तरह से 345 की 
संख्या बनाई जा सकती ह ै। ऐरो कार्ड का इस्तेमाल करके 
बहु-अकंीय संख्या का प्रसार/विस्तार (जैसे, 234 = 200 
+ 30 + 4) अपने-आप और आसानी से हो जाता ह ै। 

चित्र-1

मैंने फिर एक बार ऐरो कार्ड की मदद से 9383 की संख्या 
बनाने को कहा । 9383 का प्रसार/विस्तार 9000 + 300 + 
80 + 3 के रूप में होता ह ै। 

चित्र-2



54 अज़ीम प्रेमजी यनूिवर स्िटी एट राइट एंगल्स, नवम्बर 2024

समीक्षा

मैंने इस गतिविधि को एक अन्तर्क्रिय ात्मक क्विज़ के खले 
में तब्दील कर दिया । मैं बेतरतीबी से संख्याए ँपकुारता और 
ऐरो कार्ड की मदद से सबसे पहले सही संख्या बनाने वाले 
विद्यार्थी को एक अकं मिल जाता । इस खले से यह गतिविधि 
और भी रोमांचक हो गई । इससे विद्यार्थियों को स्थानीय मान 
के बारे में जल्दी से और सटीकता से सोचने की प्रेरणा मिली । 

जोड़ और घटाने में ऐरो कार्ड का इस्तेमाल 

ऐरो कार्ड का इस्तेमाल जोड़ की प्रक्रिया को छोटे-छोटे व 
सम्हाले जा सकने वाले चरणों में तोड़ने के लिए किया जा 
सकता ह ै। उदाहरण के लिए, 23 और 15 को जोड़ने के 
लिए, 2 दहाई व 3 इकाई, और साथ में, 1 दहाई व 5 इकाई 
के कार्ड अलग से इस्तेमाल करें । और फिर, यह दर्शाने के 
लिए, कि हमें 8 इकाइयाँ और 3 दहाइयाँ कैसे मिलती हैं, 
उन्हें मिला दें । इससे हमें कुल 38 मिल जाएगा ।   

हम ऐरो कार्ड की मदद से घटाने की स्थिति की कल्पना भी 
कर सकते हैं । इसके लिए कार्डों को घटते क्रम में जमाया 
जा सकता ह ै ताकि घटाने की प्रक्रिया निरूपित हो सके । 

उदाहरण बतौर, 15 में से 5 घटाने के लिए, आप 15 की 
संख्या दर्शा सकते हैं, और फिर दृश्यात्मक रूप से, 10 तक 
पहुचँने तक हर पड़ाव पर इसमें से 1 घटा सकते हैं ।     

कुल मिलाकर, ऐरो कार्ड ने स्थानीय मान का शिक्षण बेहतर 
करने में मरेी बहुत मदद की ह ै। ये कार्ड सीखने को अधिक 
अन्तर्क्रिय ात्मक और मज़ेदार बना दतेे हैं । विद्यार्थी बख़ूबी 
इनमें रम गए थे । मैंने अपने विद्यार्थियों की संख्या सम्बन्धी 
अवधारणाओ ंकी समझ में और उस समझ को क़ायम रखने 
में प्रत्यक्ष रूप से बेहतरी दखेी ह ै। ऐसा इसलिए क्योंकि ये 
कार्ड स्थानीय मान को समझने के लिए करके दखेने वाला 
व दृश्यात्मक तरीक़ा महुयैा करवाते हैं । स्थानीय मान व 
उससे जडु़ीं गणितीय अवधारणाए ँ सिखाने के प्रभावशाली 
रास्ते तलाश रह ेदूसरे शिक्षकों को मैं बढ़-चढ़कर ऐरो कार्ड 
इस्तेमाल करने की सिफ़ारिश करता हू ँ। यह उनके अपने 
लिए भी सीखने का एक बढ़िया अनभुव रहगेा । आने वाले 
दिनों में, मैं गणित के लिए और अधिक टीएलएम निर्मित 
करने में तरक़्क़ी करूँ गा ।
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बच्चों को संख्याओ ं से परिचित कराते समय 
निम्नलिखित के बीच तीन-तरफ़ा सम्बन्ध स्थापित 
करना बहुत ज़रूरी होता ह ै:
(i) दर्शाई गई मात्रा
(ii) संख्या का नाम और
(iii) संख्या सचूक चिह्न या प्रतीकात्मक प्रतिनिधित्व 
(चित्र-1) ।
बेस-10 ब्लॉक स्थानीय मान के पीछे के विचार को 
समझने या इस बात को समझने में महत्त्वपूर्ण भूमिका 
निभाते हैं कि हम संख्याओ ं को 10-10 के समहू 
में बाँधकर कैसे लिखते हैं । जहाँ सबसे उपयोगी दो-
आयामी बेस-10 ब्लॉक हैं जो कि फ़्लैट-लॉन्ग-यूनिट 
(एफ़एलयू) के नाम से भी लोकप्रिय हैं, वहीं अलग-
अलग लोगों द्वारा त्रि-आयामी ब्लॉक के दो संस्करणों 
की कल्पना भी की गई ह ै। ‘एट राइट एगंल्स’ के क्रमशः 
मार्च 2024 और जलुाई 2024 के अकंों में हम इस पर 
पहले ही चर्चा कर चकेु हैं कि एफ़एलयू [1] क्या ह ैऔर 
किस तरह यह बीजगणित टाइल्स [2] में सामान्यीकृत 
होता ह ै। इस बार हम त्रि-आयामी संस्करणों पर क़रीब 
से नज़र डालेंगे ।

डाइन्स ब्लॉक

हगंरी के गणितज्ञ ज़ोल्टन डाइन्स (1916-2014) ने त्रि-
आयामी बेस-10 ब्लॉक को लोकप्रिय बनाया । इसकी 
इकाई आमतौर पर 1 सेमी × 1 सेमी × 1 सेमी का एक 
छोटा घन होता ह ै। ‘दहाई’ 10 सेमी × 1 सेमी × 1 सेमी 
वाला एक लम्बा घनाभ होता ह ै जिसे छड़ भी कहा 
जाता ह ै। इसमें खाँच ेहोते हैं ताकि कोई भी आसानी से 
दखे सके कि 10 इकाइयाँ एक क़तार में हैं । ‘सैकड़ा’ 10 
सेमी × 10 सेमी × 1 सेमी का एक सपाट घनाभ होता 
ह ैजिसे फलक भी कहा जाता ह ै। खाँचों से पता चलता 
ह ैकि इसमें 10 दहाइयाँ और 100 इकाइयाँ, दोनों हैं । ये 
तीन ब्लॉक मलूतः एफ़एलयू के जैसे हैं, लेकिन इकाई 
मोटाई वाली हैं (चित्र-2) । ‘हज़ार’ 10 सेमी × 10 सेमी  
× 10 सेमी का एक बड़ा घन होता ह ै जिसकी सभी 
छह सतहों पर खाँच ेहोते हैं । अगर कोई 10 ‘सैकड़ा’ 
को एक के ऊपर एक रख े तो वह दखे सकता ह ै कि 
इन सबका संयकु्त आयतन हज़ार घन के बराबर ह ै
(चित्र-3) । चूकँि हरेक ब्लॉक (इकाई को छोड़कर) 
को 10 छोटे ब्लॉकों से बदला जा सकता ह,ै यानी 
1 हज़ार = 10 सैकड़ा, 1 सैकड़ा = 10 दहाई,  
1 दहाई = 10 इकाइयाँ, सभी ब्लॉकों का रंग एक जैसा 
होना चाहिए, उनका आकार चाह ेजो भी हो ।

की-वर्ड : डाइन्स ब्लॉक, स ट्ेटिक बीड्स, मॉण ट्ेसरी, तलुना, स्थानीय मान ब्लॉक, एफ़एलय,ू एफ़आरबी

डाइन्स ब्लॉक्स और स्टेटिक बीड्स : 
एक तुलनात्मक विश्लेषण

मैथ स्पेस द्वारा समीक्षित

यह आलेख व्यापक रूप से इस्तेमाल किए जाने वाले दो टीएलएम – डाइन्स ब्लॉक्स और स्टेटिक  
बीड्स – की समीक्षा और उनकी तुलना करता है ताकि पाठक उनके गुण-दोषों के साथ यह भी अच्छी तरह 

समझ सकें  कि वे किस तरह काम करते हैं ।

चित्र-1

मात्रा

अकं का नाम संख्या
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चित्र-2

चित्र-3

ऑनलाइन ससं्करण

कई ऑनलाइन संस्करणों (जैसे मथैिगॉन पॉलीपैड में 
नम्बर क्यूब्स) में अलग-अलग आकार के ब्लॉक के लिए  
अलग-अलग रंग होते हैं । यह बहुत भ्रामक हो सकता ह ैजब 
कोई बैंगनी रंग का हज़ार हरे रंग के 10  सैकड़ों में विभाजित 
हो जाता ह ैया नारंगी रंग की 10 इकाइयाँ जडु़कर नीले रंग 
की दहाई बन जाती हैं (चित्र-4) ।

चित्र-4

शकु्र ह ै कि इसमें उपयोगकर्ता रंग को बदल सकता ह ै 
(चित्र-5) । लेकिन जब भी किसी ब्लॉक को आगे विभाजित 
किया जाता ह ैया एक ही तरह के 10 ब्लॉकों को एक साथ 
जोड़ दिया जाता ह ै तो परिणामी ब्लॉक अपने पहले से 
तयशदुा रंगों को अपना लेते हैं । इसलिए ये वर्क शीट आदि 
के लिए चित्र बनाने में बहुत उपयोगी हो सकते हैं । अगर 
बाल-शिक्षार्थी इन ऑनलाइन ब्लॉकों के साथ ख़दु खलेते हैं 
तो रंग बदलने को लेकर उनके सवाल जायज़ होंगे ।

चित्र-5
पॉलीपैड संस्करण का एक और दिलचस्प पहल ूयह ह ैकि 
प्रत्येक प्रकार के ब्लॉक का अभिविन्यास निश्चित ह,ै यानी, 
दस हमशेा खड़े रहते हैं और लेटते नहीं हैं, सौ हमशेा दाई ं
ओर मुहँ करके खड़े रहते हैं और कभी बाई ंओर मुहँ नहीं 
करते! लेकिन यह आयाम (1-10) चनुकर एक नया ब्लॉक 
बनाने की भी अनमुति दतेा ह ै। तो, 1-10-10 बाई ंओर मुहँ 
करके एक प्लेट बनाता ह;ै 10-10-1 एक लेटी हुई प्लेट ह;ै 
10-1-1 और 1-10-1 अलग-अलग दिशाओ ंमें पड़ी हुई 
छड़ें हैं (चित्र-6) ।

चित्र-6

स्टेटिक बीड्स

इतालवी चिकित्सक और शिक्षिका मारिया मॉण्टेसरी 
(1870-1952)  ने बच्चों को पढ़ाने के लिए कई तरह की 
सामग्री विकसित की थी, साथ ही एक शिक्षणशास्त्र और 
शिक्षा का दर्शन भी विकसित किया जिसे मॉण्टेसरी पद्धति के 
नाम से जाना जाता ह ै। ऐसा ही एक सेट ह ैस्टेटिक बीड्स या 
सनुहरे मोती (चित्र-7) । इसमें ‘इकाई’ एक एकल (सनुहरा) 
मनका होता ह ैजिसे एक तार लढु़कने से रोकता ह ैजो दोनों 
तरफ़ दो हैंडल प्रदान करता ह ै। ‘दहाई’ ऐसे 10 मनके होते हैं 
जिन्हें एक तार में पिरोया गया ह ै(जिसे डोरी कहा जाता ह)ै । 
‘सैकड़ा’ ऐसे 10 तार से बना होता ह ैजो एक सपाट संरचना 
(जिसे वर्ग कहा जाता ह)ै बनाते हुए जडु़े होते हैं । तो, वास्तव 
में सैकड़ा में 10 × 10 = 100 मोती होते हैं । इसी तरह 
‘हज़ार’ ऐसे 10 वर्ग हैं जिन्हें मिलाकर एक घन बनता ह ै। 
तो, असल में इसमें 10 × 100 = 1000 मोती हैं । यह दखेा 
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जा सकता ह ैकि ‘हज़ार’ साफ़तौर पर मोतियों की 10 परतें 
हैं, जहाँ हरेक परत एक ‘सैकड़ा’ ह ै। इसके अलावा, एक 
शिक्षार्थी यह महससू कर सकता ह ैकि सैकड़ा या दहाई या 
एक इकाई की तलुना में हज़ार कितना भारी ह ै। तो, स्टेटिक 
बीड्स का सेट न केवल दृश्य ह ैबल्कि एक स्पर्शनीय सामग्री 
भी ह ै। इनका इस्तेमाल दशकों तक शिक्षार्थियों द्वारा परू्व-
प्राथमिक स्तर (3-5 वर्ष) पर किया गया ह ै।

अलबत्ता, इसे बनाना ज़्यादा महगँा और कठिन ह ै। इसलिए, 
परिचय के बाद स्टेटिक बीड्स की जगह कभी-कभी लकड़ी 
के ब्लॉकों का इस्तेमाल किया जाता ह ै। मोतियों को दर्शाने 
के लिए ब्लॉकों पर वृत्त बनाए जाते हैं (चित्र-8) ।

अगर धात ु के तारों की जगह प्लास्टिक के धागों का 
इस्तेमाल किया जाए तो स्टेटिक बीड्स को बनाना आसान 
हो सकता ह ै(चित्र-9) । दहाई, सैकड़ा और हज़ार कम सख़्त 
होंगे, लेकिन उद्देश्य वही होगा । और एक हज़ार को इस तरह 
से बनाना सम्भव ह ैकि 10 परतें बहुत स्पष्ट हों (चित्र-10)  ।

यह आइडिया दनेे के लिए अनपुमा एस.एम., अज़ीम प्रेमजी 
विश्वविद्यालय को धन्यवाद ।

चित्र-8
Source: https://www.kidkenmontessori.com/product/

static-decimal-beads-and-cards/

चित्र-9

सम्भावित विस्तार

तीन अपेक्षाकृत छोटे डाइन्स ब्लॉक में एफ़एलयू के सभी 
फ़ायद े हैं । लेकिन तीसरे आयाम के कारण इन्हें बनाना 
ज़्यादा कठिन ह ै। हालाँकि, ‘हज़ार’, जिसमें असल में तीसरे 
आयाम का इस्तेमाल होता ह,ै  बाल-शिक्षार्थियों को 1000 
का एहसास दनेे में मदद नहीं करता । कई बच्चे इसे 600 की 
तरह दखेते हैं क्योंकि प्रत्येक फ़लक एक सैकड़ा होता ह ै। 
वयस्क और अधिक उम्र के विद्यार्थी तो घन के आयतन को 
लम्बाई × चौड़ाई × ऊँचाई के रूप में दखे सकते हैं, यानी 
10 × 10 × 10 = 1000 लेकिन छोटे बच्चों के लिए इसे 
समझना बहुत मशु्किल लगता ह ै।

इसके अलावा, बाज़ार में उपलब्ध ब्लॉक आमतौर पर 
खोखले होते हैं । ऐसे ब्लॉक में वज़न के लिहाज़ से हज़ार 
वाला ब्लॉक 10 सैकड़ा या 100 दहाई के बराबर नहीं होगा, 
क्योंकि 10 सैकड़ा और 100 दहाई में बड़े 10 × 10 × 10 
के घन होंगे, जिनमें अधिक विभाजन होते हैं ।

वैसे, त्रि-आयामी बेस-10 ब्लॉक यह समझने में उपयोगी हो 
सकते हैं कि प्रत्येक अकं के साथ मात्रा कैसे बढ़ती ह,ै यानी, 
घातीय वृद्धि का एहसास : 1(घन) → 10 (छड़) → 100 
(फ़लक) → 1000 (बड़ा घन) → 10,000 (बड़ी छड़) 

चित्र-7
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→ 1,00,000 (बड़ा फ़लक) → 10,00,000 (और भी बड़ा घन) । ऐसे मॉडल लकड़ी या अन्य सामग्री से बनाए जा सकते 
हैं और यह समझने में मदद कर सकते हैं कि 10 लाख लिखने में दो बार अल्पविराम क्यों आता ह ै। तो, त्रि-आयामी बेस-10 
ब्लॉक या घनाभ मिडिल स्कू ल स्तर (कक्षा 6-8) में काफ़ी सहायक होते हैं, लेकिन बनुियादी स्तर (परू्व-प्राथमिक और कक्षा-1, 
2) या यहाँ तक ​​कि कक्षा-3 में भी नहीं । भले ही मॉडल न बनाए जा सकें , चित्र-11 जैसे दृश्य अधिकांश शिक्षार्थियों को यही 
समझ प्रदान कर सकते हैं ।

इकाई, 1 दहाई, 10 सैकड़ा, 100

हज़ार, 
1000

दस हज़ार 
10,000 लाख 

1,00,000 10 लाख

चित्र-11 

इनका उपयोग दशमलव के लिए भी किया जा सकता ह,ै जिसकी चर्चा ‘एट राइट एगंल्स’ के मार्च 2024 अकं में प्रकाशित 
दशमलव विभाजन [3] में की गई थी ।

इसके विपरीत, स्टेटिक बीड्स को बड़ी संख्याओ ंके लिए (सैद्धान्तिक रूप से) इस्तेमाल किया जा सकता ह ै। लेकिन यह काफ़ी 
थकाऊ होगा । इससे भी महत्त्वपूर्ण बात यह ह ैकि चूकँि सीखने वाले तब तक काफ़ी बड़े हो चकेु होते हैं, यह अपेक्षा की जाती 
ह ैकि गणना पर निर्भर रहने की बजाय सार निकाला जाए और आयतन सूत्र और माप का उपयोग किया जाए । इसलिए, 5 या 6 
अकं वाली या बड़ी संख्याओ ंके लिए इस तरह के मॉडल बनाने की ज़रूरत कम ही होती ह ै। और चूकँि एक मोती को विभाजित 
करना व्यावहारिक रूप से असम्भव ह,ै इसलिए इस मॉडल को दशमलव तक नहीं बढ़ाया जा सकता । 

10 सैकड़ा को फैलाया गया है

सितारे जैसा विन्यास अलग-अलग परतें

चित्र-10 : सामान्य ‘हज़ार’ की परतों 
को फैलाया नहीं जा सकता
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सन्दर्भ :  
1.	द्विवि मीय आधार-10 ब्लाक https://anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/4639/
2.	 बीज गणितीय टाइल्स की समीक्षा https://anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/4793/
3.	द शमलव संख्याओ ंके भाग https://anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/4634/

मैथ स्पेस अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय की एक गणित प्रयोगशाला ह ैजो स्कू लों, शिक्षकों, अभिभावकों, बच्चों, स्कू ली शिक्षा में काम करने 
वाले ग़ैर-सरकारी संगठनों और शिक्षक प्रशिक्षकों को सेवा प्रदान करती ह ै। यह गणित के लिए सीखने-सिखाने की अलग-अलग तरह की सामग्री 
(mat(h)erials), उनकी व्यापकता, साथ-ही-साथ कम लागत वाले संस्करणों की सम्भावना तलाश करती ह ैजिन्हें कबाड़ चीज़ों से बनाया जा 
सके । यह विविधता के दोनों छोरों को साधने का प्रयास करती ह ै– उन्हें जो गणित से डरते हैं या इसे पसन्द नहीं करते और उन्हें भी जो इससे 
जडु़ना पसन्द करते हैं । यह एक ऐसी जगह ह ैजहाँ कई लोगों के साथ बातचीत के ज़रिए विचार उभरते हैं और विकसित होते हैं । मथै स्पेस से 
Mathspace@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

अनुवाद : अमये कान्त       पुनरीक्षण : सशुील जोशी       कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय

स्रोत : बेन ओर्लिन
https://mathwithbaddrawings.com/

डाइन्स ब्लॉक्स स्टेटिक बीड्स

श्रेय ज़ोल्टान डायनेस  (1916-2014) मारिया मॉण्टेसरी (1870-1952)

कालानुक्रमिक क्रम में बाद में आया पहले आया

सैद्धान्तिक रूप से आयतन पर आधारित गणना पर आधारित

समझ सकते हैं
बड़ी उम्र के शिक्षार्थी, कक्षा 4-5, नौ 
वर्ष से अधिक

परू्व-प्राथमिक स्तर के शिक्षार्थी, तीन वर्ष से अधिक

निर्माण आसान अधिक श्रम और गहन सामग्री

लागत कम ज़्यादा

विस्तार
बड़ी संख्याओ ंऔर दशमलव तक 
विस्तार किया जा सकता है

बड़ी संख्याओ ंतक विस्तार किया जा सकता ह ै
(सैद्धान्तिक रूप से), दशमलव तक नहीं बढ़ाया जा सकता

5
7  और 5

8  के बीच आप जितनी भिन्नें पता कर सकते हैं, उन्हें लिखें ।

(आपको हर उस भिन्न के लिए एक बोनस अकं मिलेगा जिसे किसी और ने नहीं लिखा हो ।)

भिन्न

संक्षेप में, डाइन्स ब्लॉक लम्बे समय में अधिक विस्तार योग्य 
और सार्थक ह ै। लेकिन यह बाल-शिक्षार्थियों को पर्याप्त रूप 
से 1000 की समझ प्रदान नहीं करता । स्टेटिक बीड्स उनसे 

बेहतर ढंग से जड़ुते हैं । इसलिए, सीखने वाले की उम्र के 
आधार पर इन दोनों में से किसी एक को चनुना चाहिए ।

https://anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/4639/
https://anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/4793/
https://anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/4634/
https://mathwithbaddrawings.com/
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की-वर्ड : निर्माण, भिन्नात्मक क्षेत्रफल, तार्कि क चिन्तन 

एक ऐसी आकृति  बनाना, जिसका क्षेत्रफल दिए गए वर्ग 
के क्षेत्रफल का आधा हो । 

नीच े दी गई आकृति  में, मान लीजिए कि एक वर्ग 
ABCD दिया गया ह ै (जिसकी भजुा की लम्बाई हमें 
मालमू नहीं ह)ै । माना कि PB = BS = 1 इकाई, और 
BQ = 2 इकाइयाँ ह ै। माना कि PRQ एक अर्धवृत्त 
(semicircle) ह,ै जो बिन्दुओ ं P और Q से गज़ुर 
रहा ह ै। तब, वर्ग XYZB का क्षेत्रफल वर्ग ABCD के 
क्षेत्रफल का आधा होना चाहिए ।

चित्र-1 

यह सवाल और यह चित्र हमें हमारे एक लेखक ने भजेे 
थे और इसने हमें सोचने के लिए मजबरू कर दिया । इस 
चित्र को थोड़ी दरे ध्यान से दखेें– क्या वर्ग XYZB का 
क्षेत्रफल दिए गए वर्ग ABCD के क्षेत्रफल का आधा 
ह?ै अगर ऐसा ह,ै तो क्यों? आगे हम इसकी व्याख्या 
कर रह ेहैं । 

अगर हम इस समस्या को सलुझाने के लिए कम्प्यूटेशनल 
चिन्तन का इस्तेमाल करें, तो इसे सलुझाने का पहला 
चरण यह होगा : 

समस्या का कथन : क्या वर्ग XYZB का क्षेत्रफल 
दिए गए वर्ग ABCD के क्षेत्रफल का आधा है? 
अगर ऐसा है, तो क्यों? 

आइए इन चरणों को छोटे-छोटे चरणों में तोड़े : हमें दिया 
गया ह ै कि QB = 2 इकाइयाँ, और PB = BS = 1 
इकाई ह ै।

एक ऐसा वर्ग दिया होने पर, जिसका क्षेत्रफल x वर्ग 
इकाइयाँ ह,ै हम एक ऐसा वर्ग बनाना चाहते हैं, जिसका 
क्षेत्रफल x

2 वर्ग इकाइयाँ हो । सरसरी नज़र से दखेने पर 
पता चलता ह ैकि यह कुछ वैसा ही ह ैजैसे √ x  इकाइयों 
वाला एक रेखाखण्ड दिया होने पर, हम x

2√  इकाइयों 
वाला एक रेखाखण्ड बनाना चाहते हों । 

चित्र-2 

एक ऐसा वर्ग बनाना जिसका क्षेत्रफल 
दिए गए वर्ग के  क्षेत्रफल का 1/n हो 

दीक्षा सिन्हा 

हम यहाँ पषृ्ठ 26 पर दी गई समस्या का एक समाधान प्रस्तुत कर रहे हैं ।
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चरण-1 : एक रेखा l पर तीन बिन्दु P, B और Q इस तरह 
से अकंित करें, ताकि B बिन्दु P और Q के बीच में स्थित 
हो । QB = 2 इकाइयाँ और PB = 1 इकाई । 

चरण-2 : हम एक अर्धवृत्त α बनाएगँे, जिसका व्यास PQ 
होगा । 

चरण-3 : मान लीजिए कि रेखा m, l पर लम्बवत ह ैऔर 
B से गज़ुरती ह ैव α को R पर काटती ह ै(चित्र-2 दखेें) । 

BR क्या होगा? 

समकोणीय ΔPBR से, PR2 = PB2 + RB2

समकोणीय ΔRBQ से, QR2 = RB2 + BQ2 

समकोणीय ΔPRQ से, PQ2 = PR2 + RQ2 

(ध्यान दें कि अर्धवृत्त में ∠PRQ एक समकोण ह)ै । 

इन तीन समीकरणों का इस्तेमाल करके, हम इस तथ्य तक 
पहुचँते हैं कि BR = √2  ह ै। 

चरण-4 : l के दूसरी तरफ़ रेखा m पर बिन्दु S इस तरह से 
अकंित करें ताकि BS = 1 इकाई हो (चित्र-3 दखेें) ।

चरण-5 : रेखा l के समानान्तर रेखा a बनाए,ँ जो R से 
गज़ुरती हो, और रेखा l के समानान्तर रेखा b बनाए,ँ जो S 
से गज़ुरती हो । 

चरण-6 : रेखा a पर कोई बिन्दु A चनुें और रेखा c के 
माध्यम से बिन्दु B और A को मिलाए ँ। मान लीजिए कि 
रेखा c, b को X पर काटती ह ै।

चित्र-3 

अब ΔARB और ΔXBS एक समान (समरूप) हैं । तो, 
अगर AB =  √ x  इकाइयाँ ह,ै तो BX =  x

2√  इकाइयाँ होगा । 

इस प्रकार, अगर हम एक वर्ग बनाए ँ जिसकी एक भजुा 
सम्मिलित रूप से AB और XB हों, तो अनिवार्य तौर पर 
हमारे पास AB भजुा वाला वर्ग होना चाहिए, जो XB भजुा 
वाले वर्ग के क्षेत्रफल का दोगनुा होगा । इस प्रकार, समाधान 
को छोटे-छोटे चरणों में विभाजित करके, हम यह निष्कर्ष 
निकालेंगे कि वर्ग XYZB का क्षेत्रफल असल में दिए गए वर्ग 
ABCD के क्षेत्रफल का आधा ह ै। 

पाठकों ने यह जान ही लिया होगा कि वर्ग बनाने के और भी 
सरल तरीके हैं, जो दिए गए वर्ग के क्षेत्रफल को आधा कर 
सकते हैं, जैसे कि चित्र-4 में दिखाया गया ह ै। यहाँ ABCD 
एक दिया गया वर्ग ह,ै और P, Q, R और S क्रमशः भजुाओ ं
AB, BC, CD और DA के मध्य बिन्दु हैं । हालाँकि, BQ 
= 2 की बजाए n लेकर, दिए गए वर्ग के क्षेत्रफल के 1

n 
क्षेत्रफल वाला वर्ग बनाने के लिए ऊपर बनाई गई आकृति  
का विस्तार किया जा सकता ह ै(नीच ेसवाल-1 दखेें) । 

चित्र-4 

किसी वर्ग का क्षेत्रफल आधा करने तक ही क्यों रुकें ? हमारा 
दावा ह ैकि इस निर्माण से और भी बहुत कुछ हासिल किया 
जा सकता ह!ै हम पाठकों के आज़माने के लिए यहाँ कुछ 
सवाल प्रस्तुत कर रह ेहैं ।

सवाल 

1.	 अगर हम मान लें कि BQ = n इकाइयाँ ह,ै तो BR की 
लम्बाई क्या होगी? BX की लम्बाई क्या होगी? ABCD 
और XYZB के क्षेत्रफलों के बीच का अनपुात क्या ह?ै 

2.	 ऊपर बनाई गई आकृति  तभी सही कहलाएगी जब भजुा 
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AB या तो BR के बराबर हो या फिर उससे ज़्यादा 
हो । क्या होगा अगर AB< BR? इस सम्भावना 
के अनसुार ऊपर निर्मित आकृति  में थोड़ा बहुत 
बदलाव किया जा सकता ह ै(चित्र-5) । बताए ँकि 
ऊपर निर्मित आकृति  सही क्यों होगी । यहाँ β एक 
अर्धवृत्त ह,ै जो बिन्दु B और R को जोड़ रहा ह,ै और 
γ एक और अर्धवृत्त ह,ै जो बिन्दुओ ंB और S को 
जोड़ रहा ह ै। 

3.	 अगर हम एक समबाहु त्रिभजु, एक नियमित 
षट्कोण, एक नियमित 13-गॉन, एक वृत्त के 
क्षेत्रफल को आधा करना चाहते हैं, तो क्या ऊपर 
निर्मित आकृतिय ाँ काम करेंगी? 

4.	 एक द्वि-आयामी (2D) आकृति  दी होने पर, क्या 
आप कह सकते हैं कि ऊपर निर्मित आकृतिय ों से 
एक ऐसी आकृति  बन सकती ह,ै जो दी गई आकृति  
के जैसी हो और उसका क्षेत्रफल दी गई आकृति  के 
क्षेत्रफल का 1/n हो? 

दीक्षा सिन्हा पोदार इटंरनेशनल स्कू ल सीआईई नेरुल नवी ममु्बई में दसवीं कक्षा की छात्रा हैं । गणित के प्रति उनके जनुनू 
और प्यार ने उन्हें संयकु्त राज्य अमरीका में रैम फ़ाउण्डेशन और मथैपाठ द्वारा आयोजित राइजिग ए मथेैमटैीशियन प्रशिक्षण 
कार्यक्रम में सक्रियता से भाग लेने के लिए प्रेरित किया । दीक्षा से dictionarycube@gmail.com पर सम्पर्क  किया जा 
सकता ह ै। 

अनुवाद : शहनाज़      पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता

चित्र-5

mailto:dictionarycube@gmail.com
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छत्तीसगढ़ के धमतरी में स्थित अज़ीम प्रेमजी स्कू ल में, 
मैंने कक्षा-8 की गणित की कक्षा दखेी, जहाँ शिक्षक 
ने वर्गमलू सिखाने के लिए एक नए तरीक़े का उपयोग 
किया था । उन्होंने वर्गमलू के सवाल को हल करने के 
लिए एक चित्रात्मक विधि अपनाई थी, जो पारम्परिक 
तरीक़ों से भिन्न थी । इस लेख में, मैं इस चित्रात्मक तरीक़े 
और पारम्परिक विधि के बीच एक सम्बन्ध स्थापित 
करने का प्रयास करते हुए, इस विधि को सामान्यीकृत 
करने का प्रयास कर रही हू ँ।

शिक्षक ने पाठ की शरुुआत निम्नलिखित सवाल  
से की : 

मैंने 1000 पौधे ख़रीदे हैं । अब उन्हें आयताकार 
जमावट में इस तरह लगाना है कि पंक्तियों और 
स्तम्भों की सखं्या बराबर हो । यदि मुझे ऐसा करना 
हो, तो उक्त शर्त को पूरा करने के लिए मुझे और 
कितने पौधों की आवश्यकता होगी?

आइए दखेें कि हम इस सवाल को पारम्परिक तरीक़े 
से कैसे हल करते । इस सवाल से संकेत मिलता ह ैकि 
हमें सबसे बड़ी 3-अकंीय संख्या के बाद वाली अगली 
वर्ग संख्या का पता लगाना ह ै। पंक्तियों और स्तम्भों की 
संख्या समान होना यह दर्शाता ह ैकि हम वर्ग संख्याओ ं
के बारे में बात कर रह े हैं । पर सबसे बड़ी 3-अकंीय 
संख्या क्यों? जब इस सवाल को दीर्घ (लम्बी) विभाजन 
विधि से हल करते हैं, तो हम पाते हैं कि इसका उत्तर 
1000 से कम सबसे बड़ी पूर्ण वर्ग संख्या का वर्गमलू 

होगा, जो सबसे बड़ा 3-अकंीय पूर्ण वर्ग होगा । इस 
सवाल के तर्क  के अनसुार, हमें सबसे बड़ी 3-अकंीय 
वर्ग संख्या के बाद की अगली वर्ग संख्या खोजनी ह,ै जो 
सबसे छोटी 4-अकंीय वर्ग संख्या होगी । यदि इस संख्या 
में से 1000 घटा दिया जाए, तो हमें आवश्यक पौधों की 
संख्या मिल जाएगी ।

चित्र-1 में 1000 का वर्गमलू 
पता करने के लिए दीर्घ (लम्बी) 
विभाजन विधि दिखाई गई ह ै। 
यहाँ यदि हम 32 का वर्ग लें 
और उसमें से 1000 घटाए ँ तो 
हमें उत्तर मिल जाएगा । इसलिए, 
उत्तर 24 होगा ।

अब, हम 1000 को N और 31 
को m मानकर इस विधि को सामान्यीकृत करने का 
प्रयास करते हैं ।

तब इस समीकरण को (m + 1)2 – N =आवश्यक पौधों 
की संख्या के रूप में लिखा जा सकता ह ै।

ध्यान दें कि यहाँ दीर्घ (लम्बी) विभाजन विधि के बाद 
दो 2-अकंीय संख्याओ ं का गणुा करना आवश्यक  
होता ह ै।

कक्षा में इस सवाल को हल करने से पहले, विद्यार्थियों 
को सबसे बड़ी या सबसे छोटी 3 या 4-अकंीय वर्ग 
संख्याओ ंकी पहचान करने जैसे सवालों को हल करने 

की-वर्ड : वर्ग, वर्गमलू, इबारती सवाल, सवालों के चित्रात्मक हल 

वर्गमलू के  सवाल का सामान्यीकरण
गौरी घोरमाड़े

लेखिका ने एक कक्षा अवलोकन के अपने अनुभव का वर्णन किया है जहाँ वर्गमूल सम्बन्धित सवाल 
को हल करने के लिए एक चित्रात्मक विधि का उपयोग किया गया था । इस लेख में वे इस विधि को एक 

क़दम आगे बढ़ाकर, सामान्यीकत करने का प्रयास कर रही हैं ।

चित्र-1
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का पर्याप्त अभ्यास कराया गया था । कक्षा के अधिकांश 
विद्यार्थियों ने इस सवाल को वर्गमलू निकालने की दीर्घ 
(लम्बी) विभाजन विधि का उपयोग करके हल करने का 
प्रयास किया और उनमें से कुछ इसे हल करने में सफल  
भी रह े।

हालाँकि, शिक्षक ने इसे समझाने के लिए ठीक इस तरीक़े 
का उपयोग तो नहीं किया, जिसमें सबसे बड़ी 3-अकंीय वर्ग 
संख्या और सबसे छोटी 4-अकंीय वर्ग संख्या शामिल हो ।

इसकी बजाय, उन्होंने चित्र-2 के समान एक आरेख बनाया 
और कहा कि 1000 पौधों को जमाकर केवल 31 गणुा 
31 का एक वर्ग बनाया जा सकता ह ैऔर जिसमें से कुछ 
पौध ेबच जाएगँे, जो शषेफल के बराबर होंगे । जिन्हें दोनों 
भजुाओ ंपर और जमाया जा सकता ह ै। इससे विद्यार्थियों को 
32 का वर्ग पता करने का संकेत मिलेगा जो कि पौधों की 
कुल संख्या होगी और इसमें से 1000 घटाने पर ख़रीद ेजाने 
वाले पौधों की संख्या मिल जाएगी । अब इस चित्रात्मक 
तरीक़े को इस सवाल का उत्तर खोजने के लिए बढ़ाया जा 
सकता ह ैजिससे हमें 32 का वर्ग ज्ञात करने की आवश्यकता  
नहीं होगी ।

चित्र-2

माना कि हमारे पास पौधों की संख्या N ह,ै जो कि एक पूर्ण 
वर्ग नहीं ह ैऔर N से छोटा सबसे बड़ा पूर्ण वर्ग m2 ह ै। अब 
m गणुा m के वर्ग में पौधों को जमाने के बाद, शषे पौधों 
की संख्या N – m2 होगी । याद करें कि पिछले सवाल में 
यह कैसे किया गया था, 1000 – 312 = 39, जो कि दीर्घ 
(लम्बी) विभाजन विधि में शषेफल के रूप में प्राप्त हुआ था ।

अब इन बच े हुए पौधों में से m पौध े किसी एक भजुा पर 
जमाए जा सकते हैं । इस प्रकार, इन्हें जमाने के बाद हमारे 
पास अब N – m2 पौध ेबच ेरहेंगे । यानी, पिछले सवाल में 
(1000 – 312) – 31 = 39 – 31 = 8 पौध ेबच ेथे । याद 
कीजिए कि वर्ग की दूसरी भजुा पर 39 – 31 = 8 पौध े
लगाए गए थे । चित्र-3 दखेें ।

चित्र-3

लेकिन ध्यान दीजिए कि दूसरी भजुा पर कुल मिलाकर  
m + 1 इकाइयाँ हैं । इसलिए हमें (m + 1) – [(N – m2) 
– m] पौध ेख़रीदने की ज़रूरत ह ै। पिछले उदाहरण में हमने 
दखेा कि, हमें (31+1) – 8 = 24 पौध ेख़रीदने होंगे । 

हालाँकि, अगर हम 1000 की बजाय 990 पौधों से शरुू 
करते, तो हमारा यह तर्क  काम नहीं करेगा । ऐसा इसलिए ह ै
क्योंकि तब (N – m2) – m < m हो जाता, जिसका अर्थ 
ह ैकि हम दोनों भजुाओ ंमें से किसी एक को परूा नहीं भर 
सकें गे । इसे हल करने के लिए पौधों को पहले एक ही भजुा 
पर लगाने की बजाय, हम दोनों भजुाओ ंपर एक-एक करके 
पौध ेलगा सकते हैं (चित्र-4 दखेें) ।

सामान्य रूप से, इसका अर्थ ह ैकि हमारे पास वर्ग की दोनों 
भजुाओ ंपर m + m + 1 = 2m + 1 स्थान (स्लॉट) हैं । यदि 
हम शषे (N – m2) पौधों का उपयोग करके इन स्थानों को 
भरते हैं, तो ख़रीद ेजाने वाले आवश्यक पौधों की संख्या   
2m + 1 – (N – m2) होनी चाहिए ।
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चित्र-4

गौरी घोरमाड़े अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय, बेंगलरूु में बीएससी-बीएड गणित के चौथे वर्ष में अध्ययन कर रही हैं । 
विद्यालय स्तर के गणित और उससे सम्बन्धित विभिन्न शिक्षण विधियों में उनकी गहरी रुचि ह ै। गौरी गणित में मास्टर डिग्री 
प्राप्त करना चाहती हैं और स्कू लों में पढ़ाने के माध्यम से वह गणित शिक्षण पर अध्ययन करने के लिए उत्सुक हैं । गौरी से  
gauri.ghormade21ug@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै। 

अनुवाद : प्रमोद मथैिल     पुनरीक्षण : सशुील जोशी    कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय 

यहाँ ध्यान दनेे योग्य ह ै कि विद्यार्थियों को केवल जोड़ 
और घटाना होता ह,ै न कि गणुा करना होता ह ै। चूकँि 
जोड़ और घटाना, गणुा की तलुना में सरल संक्रियाए ँ
हैं, इसलिए ग़लतियों की सम्भावना कम होती ह ै। 
इसके साथ ही, यह विधि उन्हें चित्र रूप से सत्यापित 
करने का अवसर भी प्रदान करती ह ै कि (m + 1)2 – N

और 2m + 1 – (N – m2) समान हैं ।

mailto:gauri.ghormade21ug@apu.edu.in


लखे आमंत्रित हैं...
एट राइट एगंल्स भारत की सार्वजनिक शिक्षा प्रणाली में गणितीय 
शिक्षा को समर्पित एक गणुवत्तापूर्ण संसाधन ह ै। इसे विशषेकर 
बनुियादी, प्राथमिक और माध्यमिक पाठशालाओ ं के शिक्षक और 
शिक्षकों के प्रशिक्षकों के लिए तैयार किया गया ह ै।

हम गणित के शिक्षकों, शिक्षाविदों, अभ्यासकर्ताओ ं (प्रैक्टिसनर्स), 
अभिभावकों और विद्यार्थियों से लेख आमतं्रित करते हैं । यदि आप 
एक ऐसा मचं तलाश रह े हैं जो ख़ासतौर से लगभग 6-14 साल 
के विद्यार्थियों के गणित के सीखने के अनभुव को समदृ्ध करता हो  
और बढ़ाता हो, तो यह पत्रिका आपके लिए ह ै। आपके लेखों का 
स्वागत ह ै।

विषय एवं थीम के लिए सझुाव 
भजेे जाने वाले लेख कक्षा-1 से 8 की पाठ्यक्रम सामग्री पर केन्द्रित 
होना चाहिए । लेखों से अपेक्षा ह ैकि वे :
•	 स्कू ली शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा, 2023 

(NCF-SE-2023) में उल्लेखित विषय और थीम को 
विस्तारपरू्वक समझा सकें  और दर्शा सकें  ।

•	 ख़ासकर NCF-SE-2023 में चर्चित चनुौतियों को सम्बोधित 
करते हों ।

•	 गणितीय इतिहास या गणितीय सोच के इतिहास का प्रमाणित 
विवरण हों ।

•	 विद्यार्थियों को प्रशिक्षण और अभ्यास में तल्लीन रखने के लिए 
नवाचारी वर्क शीट या तरीक़ों को शामिल कर सकें  ।

•	 बच्चों के सन्दर्भ में प्रासंगिक, गणित के रोज़मर्रा जीवन में उपयोग 
का वर्णन कर सकें  ।

•	 अन्तःविषय गतिविधियों और परियोजनाओ ं(प्रोजेक्ट) का वर्णन 
कर सकें  ।

•	 पाठ्यक्रम से जडु़ी पहलेियों और खलेों की समीक्षा कर सकें  ।
•	 ऑनलाइन रिसोर्स सहित प्रासंगिक सामग्री के चयन पर मार्गदर्शन 

कर सकें  ।

•	 बनुियादी संख्या ज्ञान के साथ-साथ गणनात्मक सोच के लिए 
शकै्षणिक रणनीतियाँ विकसित कर सकें  ।

•	 विभिन्न शकै्षणिक पद्धतियों को लाग ूकरने में शिक्षकों की सहायता 
कर सकें  ।

•	 टीचर्स लर्निंग मटेैरियल (टीएलएम) की समीक्षा कर सकें  या गणित 
की कक्षा में स्थानीय सन्दर्भ और स्थानीय टीएलएम का उपयोग 
कैसे करें इसके बारे में बता सकें  ।

•	 विद्यार्थियों में अवधारणात्मक समझ की खाई को पाटने में सहायता 
करने के लिए सामग्री प्रदान कर सकें  ।

•	 आकलन में आने वाली परेशानियों का समाधान कर सकें  ।
•	 गणित सीखने के दौरान होने वाली ग़लतफ़हमियों को पहचानने 

और समझने के लिए उपाय सझुा सकें  ।
•	 समस्याओ ंकी सचूी, उनके हल पर चर्चा एवं समस्या–समाधान 

की रणनीतियों सहित द ेसकें , जो कि सामान्यतौर पर पाठयपसु्तकों 
में नहीं मिलती ।

बड़े लेखों के अलावा हम छोटे लेखों का भी स्वागत करते हैं जिनमें 
विविध तरह की रोचक सामग्री शामिल हो । जैसे किसी किताब या 
गणित के सॉफ्टवेयर की समीक्षा या गणितीय थीम पर आधारित यूट्यूब 
की कोई क्लिप । प्रूफ़ विदाउट वरड्स (proofs without words), 
गणितीय अन्तर्विरोध (mathematical paradoxes), असिद्धीकरण 
(false proofs) पर आधारित लेख हो सकते हैं । गणितीय विषयों 
पर आधारित कविता, कार्टून या तस्वीरों (photographs) जैसी 
रचनात्मक अभिव्यक्तियों को शामिल करते लेख हो सकते हैं । आप 
किसी गणितज्ञ से जडु़े क़िस्से या ‘हस्तशिल्प में गणित, फ़िल्मों में 
गणित’ जैसे रोचक विषयों पर भी लेख भजे सकते हैं ।

लेख AtRightAngles.editor@apu.edu.in  पर भजेें । 

कृपया आगे दी गई सम्पादकीय नीतियों और दिशा-निर्देशों को भी 
दखेें ।

एट राइट एगंल्स प्रारम्भिक गणित और गणितीय शिक्षा से सम्बन्धित 
मदु्दों पर पूर्णत: केन्द्रित पत्रिका ह ै। इसलिए लेखों का प्रयास होना चाहिए 
कि वे गणित के आम मिथकों, धारणाओ ंऔर भ्रान्तियों से परे हों ।

पत्रिका में कहीं और से नक़ल या चोरी करके भजेे गए लेखों के लिए 
बिल्कु ल भी जगह नहीं ह ै। लेखक द्वारा लेख को प्रकाशन के लिए 
भजेे जाने पर माना जाता ह ैकि यह मौलिक ह ैऔर प्रकाशन के लिए 
इस पर किसी भी तरह का क़ाननूी प्रतिबन्ध नहीं ह ै(जैसे किसी अन्य 
का कॉपीराइट स्वामित्व) । लेख में जहाँ भी उपयकु्त हो वहाँ प्रासंगिक 
सन्दर्भ और स्रोतों का उल्लेख किया जाए ।

एट राइट एगंल्स पत्रिका अन्य भारतीय भाषाओ ंमें भी अनूदित होती 
ह ै। इसलिए, अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय को पत्रिका में प्रकाशित सभी 
लेखों का अन्य भाषाओ ंमें अनवुाद और प्रसार करने का अधिकार 
होगा ।

यदि भजेा गया लेख पहले कहीं प्रकाशित हो चकुा ह,ै तो लेखक से 
अनरुोध ह ै कि वे परू्ववर्ती प्रकाशक से अन्यत्र पनुर्प्रकाशन के लिए 
अनमुति अवश्य प्राप्त कर लें । और लेख के अन्त में ‘लेखक का नोट’ 
के तहत इसका उल्लेख करें । इसके अलावा, यह अपेक्षा भी की जाती 
ह ैकि लेखक हमारे रिकॉर्ड के लिए अनमुति पत्र की एक कॉपी लेख 
के साथ भजेें । इसी तरह, यदि लेखक एट राइट एगंल्स  में प्रकाशित 
अपना लेख पनुः प्रकाशन के लिए कहीं और भजे रह ेहैं तो उनसे अपेक्षा 
ह ैकि वे एट राइट एगंल्स को यथोचित श्रेय अवश्य दें ।

एट राइट एगंल्स में विविध तरह के लेखों का स्वागत ह ै। ऐसे लेख जो 
गणुवत्ता की दृष्टि से अच्छे हैं लेकिन इस पत्रिका में प्रकाशन के लिए 
उपयकु्त नहीं हैं, उनका उपयोग लेखक की सहमति से विश्वविद्यालय की 
अन्य पत्रिकाओ ंमें किया जा सकता ह ै।

लखेों को स्वीकार करने की नीति
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मदु्रक तथा प्रकाशक शरद सरेु, रजिस्टार द्वारा अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय के लिए आदर्श प्रा.लि., 4 शिखरवार्ता, प्रेस काम्पलेक्स, जोन-1,  
एम.पी.नगर, भोपाल 462 011 से मदु्रित

एवं अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय, सर्वे नम्बर 66, बरुुगुंटे विलेज, बिक्कनाहल्ली मने रोड, सरजापरुा,बेंगलरूु, कर्नाटक- 562 125 से प्रकाशित
सम्पादक : स्नेहा टाइटस 

लखेकों के लिए विशषे दिशा–निर्देश
अगर आप एट राइट एगंल्स के लिए लिख रह ेहैं तो कृपया इन दिशा-निर्देशों पर ध्यान दें : 

1.	 रोचक परिचय : शरुुआत से ही पाठक का ध्यान आकर्षित करने के उद्देश्य से पठनीय और रोचक शलैी में लिखें । लेख के 
पहले पैराग्राफ़ से ही स्पष्ट हो जाना चाहिए कि लेख किस विषय के बारे में ह ै। उदाहरण के तौर पर, शरुुआती पैराग्राफ़ एक 
अप्रत्याशित निष्कर्ष हो सकता ह,ै एक चनुौती हो सकती ह,ै एक मज़ेदार सवाल के साथ चित्र हो सकता ह ैया एक प्रासंगिक 
क़िस्सा हो सकता ह ै। ख़ासतौर से ये आगे पढ़ते जाने की रुचि पैदा करने वाला होना चाहिए ।

2.	 लुभावना शीर्षक : लेख का शीर्षक एक उपयकु्त और लभुावने वाक्यांश से दिया जाए, जिसमें लेख की भावना और सत्व 
झलके ।

3.	 शैली : प्रमाण-सिद्ध प्रारूप (Theorem-Proof Format) में लेख लिखने से परहज़े करें । इसकी बजाय, अनौपचारिक तरीक़े 
से प्रमाणों (Proofs) को लेख में एकीकृत करें ।

4.	 सन्तुलन : लम्बी-लम्बी गणनाओ ंको दर्शाने से बचें । बहुत अधिक विवरण दनेे और छिपी हुई (अ-उल्लेखित) गणनाओ ंपर 
निर्भर चरण को छोड़कर अगले चरण पर चले जाने, के बीच सन्तुलन बनाकर रखें । 

5.	 सलुभ भाषा : उन विशिष्ट शब्दावली और संकेत शब्दों के उपयोग को टालें जिनसे सिर्फ़  विशषेज्ञ ही परिचित होते हैं । यदि 
तकनीकी शब्दों का उपयोग ज़रूरी हो तो उन्हें परिभाषित कर दें ।

6.	 दृश्यों का प्रयोग : जहाँ सम्भव हो वहाँ ऐसे रेखाचित्र या फ़ोटो दें जिनमें गणितीय विचार का सार हो । यदि कोई चित्र या 
रेखाचित्र गणित की किसी अवधारणा को स्पष्ट करते हों तो उन्हें अवश्य रखें ।

7.	 सकं्षिप्त सन्दर्भ : संक्षिप्त अनशुसंाओ ंके साथ सन्दर्भों (reference) की एक संक्षिप्त सचूी दें ।
8.	 अभ्यास और सवाल : लेख की शरुुआत या अन्त में विचार करने के लिए कुछ सवाल और कुछ अभ्यास उपलब्ध कराए ँ।
9.	 उद्धरण प्रारूप (Citation Format) : लेख के अन्त में, स्रोतों और सन्दर्भों को जिस क्रम में वे आए ँहैं उस ही क्रम में उन्हें 

उद्धृत (cite) करें । फ़ु टनोट से बचें । यदि फ़ु टनोट की आवश्यकता ह,ै तो उनका क्रम डालकर अलग से लिखें ।
10.	 सकं्षिप्ताक्षर और परिवर्णी शब्द (Abbreviations and Acronyms) : लेख में जब पहली बार किसी शब्द का लघ ुरूप 

(यानी संक्षिप्ताक्षर) और कई शब्दों के शरुुआती अक्षर का प्रचलित लघ ुरूप (यानी परिवर्णी) आए तब वहीं उनका अर्थ बता 
दें । ऐसे सभी शब्दों की एक शब्दावली बनाकर उसे लेख के अन्त में प्रस्तुत करें ।

11.	चित्रों  को नामांकित करना : लेख में आने वाले सभी चित्रों, रेखाचित्रों, तस्वीरों पर चित्र क्रमांक डालें और उनका विवरण 
लिखें । इन सभी चित्रों, रेखाचित्रों, तस्वीरों को स्पष्ट निर्देशों के साथ ईमले में अलग से अटैच करें । (ध्यान दें कि खीचीं गई 
तस्वीरों या स्कै न तस्वीरों की गणुवत्ता 300dpi से कम नहीं होना चाहिए ।)

12.	चित्रों  का विवरण स्पष्टता से दें : तस्वीरों, चित्रों, डायग्राम्स और तालिकाओ ंका उल्लेख उनके उचित क्रमांक से करें । 
‘यहाँ’, ‘वहाँ’, ‘दाई ंओर’, ‘बाई ंओर’, ‘ऊपर’, ‘नीच’े इस तरह से उल्लेख करने से परहज़े करें ।

13.	 लेखक का परिचय : लेखक अपनी हाई रिज्योलशून फ़ोटो भी भजेें । साथ ही, अपने बारे में संक्षिप्त में (जो 50 शब्दों से ज़्यादा 
का नहीं हो) जानकारी भजेें, जो पाठकों को आपके अनभुव व विशषे योग्यता वाले कार्यक्षेत्र के बारे में बताती हो ।

14.	ब्रिटि श वर्तनी (Spellings) : ब्रिटिश वर्तनी का पालन करें । जैसे organise लिखें न कि organize; colour लिखें न कि 
color, neighbour लिखें न कि neighbor आदि ।

15.	 आप अपने लेख हिन्दी में भी भजे सकते हैं । उपयकु्त होने पर हम उन्हें अगँ्रेज़ी में अनूदित करके प्रकाशित करेंगे । 
16.	 लेख भेजने का प्रारूप : लेखों को MS Word या LaTex में लिखकर ही भजेें ।
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POSTGRADUATE DIPLOMA IN EDUCATION
EDUCATIONAL ASSESSMENT

Enabling practitioners to build assessment
perspectives and practices to nurture student learning
The programme aims to build a holistic understanding of the domain of educational 
assessments amongst key stakeholders. It focuses on providing the requisite knowledge, 
skills and dispositions that are necessary for planning, designing, and utilising 
assessments in order to bring about a positive shift in the culture of assessments.

• The programme is designed for professionals working 
in the area of education preferably for at least 2 years.

• Applicants should have an undergraduate degree in any 
discipline with a working knowledge of English (reading, 
writing, and speaking).

Eligibility:

APPLY 
NOW

Scan the QR code 
to know more:



अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय का प्रकाशन  

रुपए-पैसे
पद्मप्रिया शिराली

Azim Premji
University

स क्ू ल गणित के लिए एक ससंाधन



रुपए-पैसे
धिकतर बच्चे किसी किराना या सब्ज़ी की दकुान पर ख़रीददारी करते वक़्त 
रुपए-पैसों का उपयोग दखेते हैं । हालाँकि परेू दशे में और अलग–अलग 
प्रकार के लेन-दने में डिजिटल भगुतान (पेमेंट) का उपयोग बढ़ा ह,ै फिर 

भी मदु्रा (सिक्के  और नोट) कई तरह के भगुतानों के लिए उपयोग की जाती ह,ै जैसे कि घरेल ूसहायकों, जतूा,साइकिल आदि 
सधुारने वालों को दनेे में, फ़ुटपाथ से की गई ख़रीददारी में, वेंडिंग मशीनों से समान लेने आदि द्वारा दी जाने वाली सेवाओ ंमें । 
इसके अलावा, बहुत-से बजुरु्ग अभी भी रुपए-पैसे  में लेन-दने करने में ही अधिक सहज महससू करते हैं ।

घरेल ूगतिविधियों और बातचीत के ज़रिए बच्चे सीधे तौर पर न सही पर परोक्ष रूप में वस्तुओ/ं सेवाओ ंको लेने के बदले में  
पैसे दनेे की अवधारणा को समझ जाते हैं । उन्हें सिक्कों और छोटे (कम मलू्य वाले) नोटों की बनुियादी पहचान हो जाती ह ै। 
उन्हें कम और अधिक क़ीमत की समझ हो जाती ह,ै हालाँकि उनमें विभिन्न मान के मलू्य और पैसे की सामान्य समझ धीरे-धीरे 
समय के साथ आती ह ै। 

हालाँकि कुछ चनुौतियाँ हैं जिनका सामना छोटे बच्चे करते हैं, जैसे सिक्कों के ढेरी के मलू्य और ढेरी में सिक्कों की संख्या 
के बीच अन्तर करना । इसके अलावा वस्तु के मौद्रिक मलू्य की अवधारणा से सभी छोटे बच्चे परिचित नहीं होते हैं । यह 
अवधारणा अमरू्त ह ै। यदि आप एक ‘दो’ रुपए का सिक्का लें तो उसमें कोई स्वाभाविक ‘दो-पन’ नहीं होता ह,ै कहने का मतलब 
वे अलग-अलग दो सिक्के  नहीं होते हैं । इस बात का ध्यान रखा जाना चाहिए कि सिक्के  और नोट ग़ैर-अनपुातिक सामग्री हैं 
(जबकि गणितमाला, तीली-बण्डल, फ्लैट्स-लॉन्ग-यनूिट (FLU) आदि आनपुातिक हैं) । उनका आकार (साइज़) भी मलू्य को 
निर्धारित नहीं करते, क्योंकि विभिन्न मलू्यों के नोट अकसर एक ही आकार के होते हैं । 

कुछ बच्चे जब उन्हें किसी दकुान से कुछ सामान लेना होता ह ैतो वे कम मलू्यवर्ग की मदु्रा का बख़बूी इस्तेमाल कर सकते होंगे । 
कुछ परिवार अपने बच्चों में बचत का विचार विकसित करने के लिए गलु्लक दतेे होंगे । 

कुछ बच्चों को अपने ख़र्चों को नियोजित करने के उद्देश्य से नियमित रूप से जेबख़र्च (पॉकेट मनी) दिया जाता होगा । बच्चे 
बड़ों की सब्ज़ी, वाहनों वग़ैरह की क़ीमतों, घर या ज़मीन के लिए ऋण, मासिक किस्तों के भगुतान आदि के बारे में होने वाली 
चर्चा को सनुते ही होंगे । 

बच्चों को जो ये दखेने–सनुने को मिलता ह ैइसे कक्षा की चर्चाओ ंमें सम्मिलित किया जा सकता ह ै। 

कक्षा-5 और उससे बड़ी कक्षा के विद्यार्थियों के साथ कक्षा के लिए आवश्यक किताबें, उदाहरण के लिए कहानियों की किताबें 
ख़रीदने का नियोजन किए जाने को कक्षा के प्रकल्प (क्लास प्रोजेक्ट) में शामिल किया जा सकता ह ै। शिक्षक और विद्यार्थी 
विभिन्न पहेलियों और कहानी की किताबों के दामों की सचूी दखे सकते हैं और ज़रूरी वस्तु को चनु सकते हैं । क्या सभी 
सामग्रियों को ख़रीदना ज़रूरी ह ैया कुछ चीज़ें सेकंड-हैंड भी ख़रीदी जा सकती हैं । आवश्यकता और इच्छा (अभिलाषा) पर 
चर्चा करें, पनुः उपयोग की ज़रूरत और लागत में कमी पर ज़ोर दें । 

जिन स्कू ल आउटिग या मलेे जाने में पैसा शामिल होता ह ैउनसे सवाल बनाने के कई अवसर पैदा होते हैं । 

पैसों के बारे में विद्यार्थियों की अवधारणात्मक समझ बढ़ाने के लिए इस विषय को आगे ले जाने के लिए शिक्षक बच्चों के इन 
सभी अनभुवों का उपयोग कर सकते हैं । यह विषय अकसर 100 और 1000 के संख्या कार्य के साथ जोड़कर पढ़ाया जाता ह ै। 

शिक्षकों के लिए टीप

कुछ मदु्राओ,ं जैसे ₹200 और ₹500, से विद्यार्थियों को तभी परिचित कराया जाना चाहिए जब उन संख्याओ ंसे सम्बन्धित 
अध्यायों को पढ़ाया जा चकुा हो । पारम्परिक रूप से पैसे पर एक अलग अध्याय होता था, लेकिन अब इसे कक्षा-3 में 
अकंगणित के अध्याय के साथ मिला दिया गया ह ै। 

अ
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गतिविधि-1 : वास्तविक सिक्कों का वर्गीकरण स्तर : कक्षा-2, 3

बेहतर होगा कि इस उद्देश्य के लिए असली सिक्कों का प्रयोग किया 
जाए जिससे बच्चे उसकी बनावट और वज़न महससू कर सकें  और 
रंगों के अन्तर पर भी ग़ौर कर सकें  । विद्यार्थियों को उनकी पसन्द 
के अनसुार सिक्कों को वर्गीकृत करने के लिए कहें । वर्गीकरण कई 
तरीक़ों से किया जा सकता ह ै: आकार, आकृति, चित्र, रंग या मलू्य 
के आधार पर । 

सिक्कों की तस्वीरों का उपयोग करें और विद्यार्थियों को तस्वीरों के साथ सिक्कों का मिलान करने को कहें ।

विद्यार्थियों को ‘समान’, ‘अलग’, ‘एक ही समहू से सम्बन्धित हैं क्योंकि…’ जैसे शब्दों और वाक्यांशों का उपयोग करने और 
कारण बताने के लिए प्रेरित करें । 

उनसे सिक्कों को क्रमबद्ध रखने/ जमाने के लिए कहें । ऐसा सिक्कों के आकार, संख्या, अकंित वर्ष, मलू्य आदि के आधार पर 
किया जा सकता ह ै।

गतिविधि-2 : विवरण स्तर : कक्षा-2,3

हरेक विद्यार्थी एक सिक्का चनु सकता ह ै (बेहतर होगा कि शरुुआत में भारतीय मदु्रा के साथ ही काम किया जाए और  
अलग-अलग आकार के कुछ परुाने सिक्कों को भी शामिल किया जाए) । विद्यार्थियों को सिक्के  का रंग, आकार, गोल या सीधे 
किनारों और उसके दोनों पहल ू(चित-पट) पर पाए जाने वाले चित्र (मोटिफ़) के बारे में वर्णन करने के लिए प्रेरित किया जाए । 
चित और पट (हेड और टेल) के अर्थ पर चर्चा की जाए । 

विद्यार्थी सिक्कों की छाप उकेर (सिक्कों को एक काग़ज़ के नीचे रखकर काग़ज़ पर रंगीन पेंसिल से घिसकर) सकते हैं और 
पोस्टर बना सकते हैं । 

टीप : ये महत्त्वपरू्ण ह ैकि विद्यार्थी इन चीज़ों का अवलोकन करें । 

1.	 कुछ सिक्के  अब प्रयोग में नहीं लिए जाते हैं । 

2.	 परुाने सिक्के  अलग-अलग आकार के आते थे किन्तु अब सभी नए सिक्के  केवल गोलाकार (वतृ्ताकार) आते हैं । चर्चा 
कीजिए कि पहले के सिक्कों का अलग-अलग आकार होने का क्या कोई फ़ायदा था । आपको क्या लगता ह ैकि अब सभी 
सिक्के  गोलाकर क्यों आते हैं?

3.	 समान मलू्य/ मान के सिक्के  अलग-अलग वर्ष में 
निर्मित होने के कारण अलग-अलग आकार के हो 
सकते हैं । ₹1 और ₹2 के सिक्के  इसकी एक अच्छी 
मिसाल हैं । 

4.	 अलग-अलग मलू्य के सिक्कों का आकार (साइज़) 
एक जैसा भी हो सकता ह ै। जैसे ₹1 का परुाना सिक्का 
और ₹2 का नया सिक्का ।
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गतिविधि-3 : मुक्त खेल स्तर : कक्षा-2, 3

सिक्कों के साथ खलेने के ज़्यादा-से-ज़्यादा मौक़े  दें । इस उम्र के अधिकांश विद्यार्थी दकुान-दकुान खलेना बहुत पसन्द करते 
हैं । मेज़ पर कुछ चीज़ें रखकर (जैसे पेंसिल, स्केच  पेन, क्रे यॉन्स, इरेज़र) विद्यार्थियों को कक्षा में दकुान जमाने दें । विद्यार्थियों में 
सिक्के  (असली/ नक़ली) बाँट दें और उन पैसों से ख़रीददारी का खले खलेने दें । सबसे अच्छा होगा कि उन्हें उत्पाद की क़ीमत 
निर्धारित करने और बिक्री के लिए वस्तुओ ंकी मात्रा का अनमुान लगाने की स्वतंत्रता दी जाए । इसके बाद, किसी वस्तु की 

क़ीमत और कुछ वस्तुओ ंजैसे बिस्किट, टॉफ़ी, स्टेशनरी, कपड़े आदि की क़ीमतों 
पर विद्यार्थियों की जानकारी को लेकर चर्चा हो सकती ह ैl

डिज़ाइन गतिविधि : विद्यार्थी सिक्कों को डिज़ाइन कर सकते हैं और ये चर्चा 
कर सकते हैं कि सिक्के  का कौन-सा पहल ूइसके मलू्य को दर्शाता ह ै। ये उनके 
आकारों में भिन्नताओ,ं बड़े अकंों में मलू्य आदि के अवलोकनों में वदृ्धि करेगा ।

गतिविधि-4 : उद्देश्य : छाँटे गए सिक्कों का डाटा दर्ज करना स्तर : कक्षा-2, 3

विद्यार्थियों को छाँटे गए सिक्कों के आकँड़ों को चित्रात्मक 
निरूपण के रूप में ग्राफ़ में प्रस्तुत करने के लिए प्रेरित किया जा 
सकता ह ै। सिक्के  असली लगें इसके लिए विद्यार्थी सिक्कों की 
छाप उकेर सकते हैं । सिक्कों पर जो अलग-अलग चित्र नज़र 
आते हैं, उनके बारे में चर्चा की जा सकती ह ै। 

विद्यार्थियों द्वारा अपनाई गई छाँटने की अलग-अलग कई विधियों 
के आधार पर कई ग्राफ़ बनाए जा सकते हैं ।

गतिविधि-5 : सिक्कों के ढेर के मूल्य को समझना स्तर : कक्षा-2, 3

विद्यार्थी सिक्कों को छाँटकर उनकी ऐसी थप्पियाँ बना लें जिसमें समान मलू्य/ क़ीमत के सिक्के  एक ही थप्पी में जम ेहों । अब 
उनसे सवाल करें कि “यदि आपको इन सिक्कों का उपयोग करके कुछ खाने का सामान ख़रीदना हो तो आप किस थप्पी के 
सिक्के  चनुेंगे?” विद्यार्थी जिस थप्पी को लेना चाहते ह ैउन्हें उसे पहचानने दिया जाए । 

सवाल पूछें :

1.	 आपने कौन-सी थप्पी चनुी और क्यों चनुी?

2.	 क्या किसी और ने कोई दसूरी थप्पी चनुी? यदि हाँ तो क्यों?

3.	 अपना निर्णय लेने के लिए आपने समस्या-समाधान की किस रणनीति का प्रयोग किया?

चर्चा के द्वारा इस बात को उभारें कि सिक्कों की संख्या सिक्कों की थप्पी के मलू्य को तय नहीं करती ।

सिक्का ग्राफ़
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खेल-1 : मैं कौन हूँ?
एक विद्यार्थी से इस तरह एक सिक्के  को चनुने के लिए बोलिए कि अन्य विद्यार्थियों को पता न चले । अब, बाक़ी अन्य 
विद्यार्थियों को उस विद्यार्थी से मात्र 3 सवाल पछूने दीजिए, सिक्का चनुने वाला विद्यार्थी जवाब सिर्फ़  ‘हाँ’ या ‘न’ में द ेसकता 
ह ै। उदाहरण के लिए, “क्या ये चाँदी का सिक्का ह?ै” “क्या ये 5 से छोटा ह?ै” 

विद्यार्थियों को सभी जवाब सनुने के बाद उस विद्यार्थी ने कौन-सा सिक्का चनुा था यह तय करने की कोशिश करनी चाहिए ।

गतिविधि-6 : मुद्रा (करेंसी) नोटों के अंकित मूल्य से परिचित होना स्तर : कक्षा-2, 3

दशे में इस समय उपयोग हो रह ेसभी सम्भव मलू्य के सिक्कों और करेंसी नोटों (खलेने वाले नक़ली नोट) का प्रयोग करें । कृपया 
ध्यान दें कि मलू्य की समानता (equivalence of value) के सन्दर्भ में विभिन्न मलू्यों के बीच सम्बन्ध (जैसे 10 के 2 नोट का 
मलू्य भी एक 20 के नोट के मलू्य के बराबर ह)ै आने वाले स्तर में आएगँे । 

विद्यार्थियों को रुपया, रुपए शब्दों का प्रयोग करना चाहिए और उन्हें नोटों के बीच तलुना करते हुए उसका वर्णन करना चाहिए 
जैसे : “दस रुपए का नोट 100 रुपए के नोट से छोटा ह ै।” “बीस रुपए के नोट का रंग नारंगी ह ै।”

गतिविधि-7 : 100, 200, 500 रुपए के मूल्य की समझ पैदा करना  स्तर : कक्षा-3

बच्चों में बड़े नोटों के मलू्य की समझ तब विकसित होती ह ैजब उन्हें उनकी पसन्दीदा वस्तु या खाद्य सामग्री में व्यक्त  
किया जाए । 

एक डेयरी मिल्क चॉकलेट की क़ीमत ₹20 ह ै। 

•	 ₹100 में आप कितनी चॉकलेट ख़रीद सकते हैं?

•	 ₹200 में कितनी ख़रीद सकते हैं?

•	 ₹500 में कितनी ख़रीद सकते हैं?
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गतिविधि-8 : छुट्टे या बँधे सिक्के /नोट लेना स्तर : कक्षा-4

हम ये मानकर चल रह ेहैं कि विद्यार्थी इसके पहले स्थानीय मान प्रणाली के साथ काम कर चकेु हैं, जिसमें 10 इकाइयों (एक) 
को एक दहाई (10) में और 10 दहाइयों को एक सैकड़ा (100) में बदलने का काम शामिल ह ै। 

हालाँकि पैसे का प्रयोग विनिमय की अवधारणा को मज़बतू करने के लिए किया जा सकता ह,ै किन्तु इस बात को ध्यान में रखना 
चाहिए कि एक 100 रुपए के करेंसी नोट के बदले में 100 रुपए की (कुछ) इकाइयाँ (सिक्के / नोट) या एक 10 रुपए के सिक्के  
के बदले में 1 रुपए के 10 सिक्के  लेना एक अमरू्त विचार ह ै। 10 या 100 उस तरह नज़र नहीं आते जिस तरह स्थानीय मान 
सामग्रियों में दिखाई दतेे हैं । चूकँि रुपए-पैसे एक अनपुातहीन सामग्री ह ैइसलिए स्थानीय मान सामग्री के लिए इसका उपयोग 
अनपुाती सामग्री से परिचय के बाद ही करना चाहिए । 

लिखित में रिकॉर्ड करने के लिए कह े जाने से पहले विद्यार्थियों को विनिमय (लेन-दने) प्रक्रिया के साथ सहज होने और 
आत्मविश्वास अर्जित करने की ज़रूरत ह ै। 

उदाहरण के लिए एक सौ = 10 रुपए के दस नोट आदि । 

हालाँकि, विद्यार्थियों को अपनी विचार प्रक्रिया को स्पष्ट रूप से व्यक्त करने के लिए प्रोत्साहित किया जा सकता ह ै: “मरेे पास 
एक रुपए के 15 सिक्के  हैं । मैं उनमें से 10 सिक्कों के बदले 10 रुपए का एक सिक्का ले सकता हू ँ।”

अलग-अलग तरह के सवाल पछूें जिससे उनमें अन्य मलू्य का उपयोग करके समतलु्य मलू्य पता करने की क्षमता विकसित हो । 

•	 मरेे पास एक 10 रुपए का नोट ह ै। कौन-से दो सिक्के  मिलकर इस मलू्य के बराबर होंगे?

•	 एक 50 रुपए के नोट के बराबर मलू्य के लिए 5 रुपए के कितने सिक्के  लगेंगे?

•	 2 रुपए के कितने सिक्के  10 रुपए के एक सिक्के  के मलू्य के बराबर होंगे?

•	 2 रुपए के कितने सिक्कों का मलू्य 5 रुपए के सिक्के  के बराबर होगा?

=
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गतिविधि-9 : समतुल्य योगों का पता लगाना स्तर : कक्षा-4

बहुत सारे अभ्यास कार्य को गतिविधि के रूप में बनाया जा सकता ह ै। 

4 विद्यार्थियों का एक समहू बनाइए । एक व्यक्ति कोई दो चीज़ उठा सकता ह,ै एक नोट और एक सिक्का या दो नोट या दो 
सिक्के  । और बाक़ियों को मदु्राओ ंके ऐसे अलग-अलग संयोजन खोजने हैं जो उन दोनों के मलू्य के योग बराबर हों । 

ऐसे प्रश्न पछूें जिनके विविध उत्तर हों । 

लीला ने मलेे से एक गबु्बारा ख़रीदा । उसने उसकी क़ीमत 6 सिक्कों को दकेर चकुाई । गबु्बारे की क़ीमत कितनी हो सकती ह?ै 
लीला ने सबसे ज़्यादा कितनी राशि चकुाई हो सकती ह?ै लीला ने सबसे कम कितनी राशि चकुाई हो सकती ह?ै

विद्यार्थी गबु्बारों की क़ीमत के बारे में अपनी जानकारी और 
उपलब्ध सिक्कों के मलू्य का उपयोग करके उपयकु्त उत्तर द े
सकते हैं । इस प्रकार के प्रश्न कक्षा में अच्छी चर्चा का कारण बन  
सकते हैं ।

खेल-2 : ₹500 का नोट किसे मिलेगा?
4 विद्यार्थियों का समहू बनाइए । सभी विद्यार्थी बारी-बारी से पाँसा 
फे कें गे और उनमें जो संख्या आएगी उन्हें जोड़ेंगे । वे उस योग की 10 
गनुा राशि उठा सकते हैं । जैसे यदि योग 9 ह ैतो उन्हें 9 दस के नोट मिलेंगे जो कुल मिलाकर ₹90 होंगे । 

जब भी राशि ₹100 से ऊपर पहुचँेगी, तब वे 100 रुपए को 100-रुपए के नोट में बदल लेंगे । जो भी विद्यार्थी सबसे पहले ₹500 
तक पहुचँेगा, वह विजेता होगा ।

गतिविधि-10 : संचालन में पैसा, सही राशि का भुगतान स्तर : कक्षा-4
सामग्री : खलेने वाले पैसे, प्राइस टैग के साथ कुछ वस्तुओ ंके चित्र या असली वस्तुए ँजैसे पेंसिल, स्केच  पेन आदि । 

कक्षा में (खले-खले की) दकुान बनाकर, जिसमें वस्तुओ ंपर उचित क़ीमत के टैग लगे हों, विद्यार्थी वस्तुओ ंको ख़रीदने-बेचने, 
भगुतान की जाने वाली राशि का अनमुान लगाने, बिल बनाने, दिए जाने वाली/ लिए जाने वाली बक़ाया राशि का पता लगाने 
जैसे कामों में शामिल हो सकते हैं । इसके लिए प्रत्येक विद्यार्थी को 500 रुपए का एक नोट मिलेगा । 

सवाल पूछिए :

•	 आपने अभी तक कितने पैसे ख़र्च किए?

•	 आपके पास कितने पैसे बचे?

•	 10 पेंसिलों को ख़रीदने के लिए आपको और कितने पैसों की ज़रूरत होगी?

•	 यदि आप दो पेन ख़रीदते हैं तो आप कितने पैसे ख़र्च कर चकेु होंगे?

•	 आपके पास कितने पैसे बचेंगे?

•	 आपको कैसे पता?

•	 यदि पेन पर ‘एक के साथ एक मफ़ु्त’ का ऑफ़र ह ैतो ₹50 में आपको कितने पेन मिलेंगे । 

यहाँ पर मन में गणना करने और जोड़-घटाने के सवालों को हल करने के लिए अलग-अलग तरीक़े अपनाने का अवसर 
विद्यार्थियों को मिलेगा । अकसर दकुानदारों द्वारा हिसाब के लिए ‘आगे गिनना’ तरीक़ा उपयोग किया जाता ह ै। उदाहरण के 
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लिए, यदि किसी वस्तु की क़ीमत ₹78 ह ैऔर ग्राहक ₹100 का नोट दतेा ह,ै तो दकुानदार पहले ₹2 देंगे ताकि क़ीमत ₹80 हो 
जाए, फिर ₹10 के दो नोट या ₹ 20 का एक नोट देंगे ताकि कुल ₹100 हो जाए ।

ऐसे सवाल पछूिए जो चनुाव के मौक़े दतेे हों ।

यहाँ स्टेशनरी की चीज़ों की क़ीमत दी गई ह ै। यदि आपको ₹100 रुपए दिए जाए ँऔर आप उन्हें परूा-का-परूा ख़र्च करना चाहें 
तो आप क्या-क्या ख़रीद सकते हैं?

₹8 ₹5 ₹12 ₹9 ₹33 ₹24 ₹10 ₹5

ऐसे सवाल पछूिए जिनमें तलुना करने के मौक़े हों ।

राहुल कहता ह ैकि “मैंने मलेे से दो चीज़ें ख़रीदीं, एक चीज़ की क़ीमत दसूरे से ₹90 ज़्यादा ह ै।” राहुल ने इनमें से क्या ख़रीदा 
होगा?

₹30 ₹90 ₹50
₹120 ₹180

उच्चतर कक्षाओ ंमें लाभ-हानि की अवधारणा को भी सम्मिलित किया जा सकता ह ै। 

पर्याप्त भण्डारण (स्टॉक) बनाए रखना, उच्च दाम, सस्तेपन और पैसे की क़ीमत सम्बन्धी कई अवधारणाओ ंपर चर्चा की जा 
सकती ह ै। 

गतिविधि-11 : वास्तविक बाज़ार से परिचित कराना स्तर : कक्षा-4, 5

विद्यार्थियों के माता-पिता जब किराना, सब्ज़ी और फल वग़ैरह ख़रीदने 
जाए ँतो विद्यार्थियों को उनके साथ जाने के लिए कहा जा सकता ह ै। 
उन्हें इस दौरान ख़रीदी गई वस्तुओ ंऔर उनकी चकुाई गई क़ीमत की 
सचूी बनाकर रखने के लिए कहा जा सकता ह ै। 

विद्यार्थी मोल–भाव, डिस्काउंट (दाम में छूट), वस्तु के साथ आने वाले 
उपहार, बड़े पैकेट को ख़रीदने पर होने वाले फ़ायद ेआदि के बारे में 
जान-समझ सकते हैं । 

इन सब पहलओु ंपर कक्षा में चर्चा हो सकती ह ै।

चर्चा से गणित से सम्बन्धित कई और विषय निकलकर आ सकते हैं, 
उदाहरण के लिए तराज़-ूबाँट आदि का उपयोग, उत्पादों का भण्डारण 
करने और ढेर लगाने (जमाने) के तरीक़े  ।
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गतिविधि-12 : एक नोट को समझना स्तर : कक्षा-5

विद्यार्थी 100 रुपए के एक असली नोट का सावधानीपरू्वक 
और बारीकी से अवलोकन कर सकते हैं । उन्हें उस नोट पर 
जो भी चित्र और लिखा हुआ नज़र आता ह ैउसकी सचूी 
बना सकते हैं ।

•	 नोट पर कौन-सा चित्र दिखाई दिया? क्या वह कोई 
ऐतिहासिक इमारत ह?ै उसके बारे में हम क्या जानते हैं?

•	 क्या नोट पर किसी व्यक्ति का चित्र ह?ै वे कौन हैं?

•	 क्या कोई अन्य ऐतिहासिक कलाकृतियाँ हैं?

•	 क्या नोट पर कोई और डिज़ाइन ह?ै क्या वे उस डिज़ाइन 
का वर्णन कर सकते हैं?

•	 नोट पर किस प्रकार की लिखावट ह?ै नोट पर कौन-सी 
भाषा लिपियाँ दिखती हैं? क्या विद्यार्थी उन लिपियों को 
पहचान पाते हैं?

•	 क्या नोट पर कोई संख्याए ँहैं? कितने प्रकार की संख्याए ँ
हैं? इन संख्याओ ंका मतलब क्या ह?ै

•	 क्या नोट पर नोट छपने का वर्ष लिखा ह?ै 

•	 नोट पर क्या वचन लिखा हुआ ह?ै इस पर कौन हस्ताक्षर 
करता ह?ै

•	 क्या नोट पर विशषे चिन्ह हैं?

•	 क्या 100, 200, 500 के नोट पर उभरी हुई ं 
आकृतियाँ हैं?

पता लगाइए : क्या प्रत्येक नोट पर यनूीक नम्बर (अद्वितीय 
संख्या) अकंित होता ह?ै वाटरमार्क  क्या ह?ै

दसूरे दशेों की मदु्राए ँक्या हैं?

गतिविधि-13 : पैसों के विकल्प, वस्तु विनिमय प्रणाली को समझना स्तर : कक्षा-5

विद्यार्थियों ने इस बात पर भी ध्यान दिया होगा कि उनके माता-पिता दसूरे माध्यम से भी भगुतान करते हैं, डिजिटल तौर पर भी 
पैसे का हस्तान्तरण करते हैं । 

उन्होंने भगुतान के और कितने तरीक़े दखे ेहैं इन तरीक़ों को साझा करने के लिए उन्हें प्रेरित करें । इन तरीक़ों का उपयोग किस 
तरह किया जाता ह ैऔर इन तरीक़ों के लाभ क्या हैं, इस पर चर्चा करें । 

चर्चा करें कि क्या कोई ऐसा समदुाय ह ैजो मदु्रा का उपयोग नहीं करता और किस तरह वस्तु और सेवा को प्राप्त करता ह ै।
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गतिविधि-14 : मुद्रा के इतिहास को समझना स्तर : कक्षा 5
कुछ सिक्के  लाइए जो कुछ वर्षों परू्व तक उपयोग/ चलन में थे (जैसे 10, 25 और 50 पैसे के सिक्के ) और उनके बारे में बात 
कीजिए । ये अच्छा समय हो सकता ह ैयह बात करने के लिए कि कोई परुाने समय में एक रुपए से क्या-क्या ख़रीद सकता था । 

पहले के समय में (मान लीजिए 200 साल पहले) चलने वाले सिक्कों के बारे में जानकारी जटुाने में विद्यार्थियों की मदद कीजिए ।

गतिविधि-15 : बैंकों को समझना स्तर : कक्षा-5

एक स्थानीय बैंक की कार्यप्रणाली को समझने के लिए ट्रिप का आयोजन करें । 

विद्यार्थियों से वहाँ जाने के बारे में चर्चा करें और विद्यार्थियों से उनके द्वारा 
बैंक के अधिकारियों से पछूने वाले सवाल तैयार करवाए ँ। विद्यार्थी इस सोच 
में पड़ सकते हैं कि :

 “बैंक अपना पैसा कहाँ से प्राप्त करती ह?ै”

 “क्या बच्चों का बैंक में खाता हो सकता ह?ै”

 “एटीएम कैसे काम करता ह?ै”

बैंक प्रबन्धक से पहले से ही बात कर लें ताकि उनकी बचत की अवधारणा, बैंक में पैसा रखने का उद्देश्य, अर्जित ब्याज, बैंक 
लोगों को ऋण आदि दनेे में किस प्रकार सहायता करते हैं आदि को सरल तरीक़े से समझाने की तैयारी रहे । 

चर्चा करें कि लोग विभिन्न तरीक़ों से पैसा कैसे कमाते हैं और किस तरह बचाते हैं ।

गतिविधि-16 : बजट योजना स्तर : कक्षा-5

अधिकांश विद्यालय स्वतंत्रता दिवस या वार्षिक कार्यक्रम एक निश्चित बजट में ही सजावट करके और मिठाई ख़रीदकर  
मनाते हैं । 

विद्यार्थियों को ऐसे आयोजनों की योजनाओ ंमें शामिल करें; जैसे कितने 
व्यक्तियों की आने की सम्भावना ह,ै मिठाई, चाय या जसू जैसे जलपान, 
स्ट्रीमर या गबु्बारे जैसी सजावट आदि की क़ीमत क्या होगी? 

विद्यार्थियों को विभिन्न चीज़ों की सचूी बनाने और उनके दाम पता करने के 
लिए प्रेरित करें । 

क्या ये ख़र्च बजट से ज़्यादा हो रहा ह?ै यदि हाँ तो उसे कैसे कम कर सकते हैं ।
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गतिविधि-17 : एक जन्मदिन समारोह स्तर : कक्षा-5

जन्मदिन की पार्टी में क्या-क्या लगेगा (जैसे मिठाई, स्नैक्स, पेय, प्लेट, गिलास, सजावट) प्रत्येक विद्यार्थी उन वस्तुओ ंकी एक 
सचूी बना सकता ह,ै आने वाले महेमानों की संख्या की सचूी बना सकता और ऐसी पार्टी के ख़र्च की गणना कर सकता ह ै।

विद्यार्थी अपनी सचूी समहूों में साझा कर सकते हैं । 

चर्चा करें कि ऐसे किसी आयोजन को बिना किसी चीज़ को व्यर्थ किए किफ़ायती तरीक़े से कैसे मनाया जा सकता ह ै। चर्चा करें 
कि लोग संसाधनों को कैसे साझा कर (मिल-बाँट) सकते हैं ।

गतिविधि-18 : हिसाबी चुनाव करना  स्तर : कक्षा-5

जिन विद्यार्थियों ने किसी रेस्टोरेंट में खाना खाया हो या स्कू ल 
की कैं टीन से कोई खाद्य पदार्थ ख़रीदा हो तो उनके अनभुवों का 
हवाला दिया जा सकता ह ै।

चर्चा करें कि उनके आस–पास मौजदू बड़े लोग ऑर्डर करने के 
लिए किस तरह खाने की चीज़ (डिश) चनुते हैं । 

ग्राहक विभिन्न विकल्पों के बीच चनुाव करते हैं, जैसे कि एक 
नियत थाली वाला खाना या खाने की चीज़ों का अलग-अलग 
ऑर्डर करते हैं । कुछ आइटम्स ज़्यादा मात्रा में आते हैं और ये 2 
या 3 लोगों के साथ साझा किए जाते हैं । 

समस्या-समाधान : ऐसी समस्या निर्मित करें जो समस्या-
समाधान करने के कौशल को विकसित करती हो । 

•	 शिव और श्रवण ने ठीक 50 रुपए में 4 अलग-अलग आइटम्स ऑर्डर किए । उन्होंने क्या-क्या आइटम्स ऑर्डर किए होंगे?

•	 दीवा ने स्नैक शॉप से 2 अलग-अलग आइटम्स ख़रीद,े उसने हूबहू 2 नोट दिए और उसे ₹4 वापस मिले । उसने क्या ऑर्डर 
किया होगा?

•	 क्या हम स्नैक्स को ख़रीदने की बजाय घर पर बना सकते हैं?

प्रोजेक्ट : एक पालतू जानवर पालें 
अधिकांश बच्चे उनके पास किसी पालत ूपश ुके होने को ख़बू पसन्द करते ह ैया उन्हें पालना चाहते हैं । विद्यार्थी इस बात का 
आकलन कर सकते हैं कि स्कू ल में एक पालत ूपश ुको पालने में कितना ख़र्च आएगा?

शिक्षक पालत ूपश ुको रखने में आने वाले ख़र्चे के बारे में जानकारी जटुा सकते हैं ।

स न्ैक्स 	  क़ीमत (₹) 
अदरक चाय	 15.00
कॉफ़ी 	 20.00
दूध	 15.00
दाल वड़ा 	 08.00
मेदू वड़ा 	 15.00
आलू वड़ा	 08.00
मिर्च पकौड़ा	 07.00
केला पकौड़ा	 07.00
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https://www.statista.com/statistics/1031188/india-monthly-cost-pet-dogs/

पद्मप्रिया शिराली सामदुायिक गणित केन्द्र  का हिस्सा हैं, जो वैली स्कू ल (बेंगलरूु) और ऋषि वैली 
(आन्ध्र प्रदशे) में स्थित ह,ै जहाँ वे 1983 से विभिन्न विषयों – गणित, कम्प्यूटर एप्लिकेशन, भगूोल, 
अर्थशास्त्र, पर्यावरण अध्ययन और तेलगु ू– को पढ़ा रही हैं । 1990 के दशक में, उन्होंने स्वर्गीय श्री पी. 
के. श्रीनिवासन के साथ मिलकर काम किया । वे उस टीम का हिस्सा थीं जिसने ऋषि वैली ग्रामीण केन्द्र  
(ऋषि वैली रूरल सेंटर) के मल्टी ग्रेड प्रारम्भिक शिक्षा कार्यक्रम को बनाया, जिसे ‘स्कू ल इन ए बॉक्स’ 
के नाम से जाना जाता ह ै। वे वर्तमान में एनसीईआरटी पाठ्यपसु्तक विकास समहू का हिस्सा हैं । पद्मप्रिया 
से padmapriya.shirali@gmail.com पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै। 

अनुवाद : प्रियेश गपु्ता    पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता    कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्यायपद्मप्रिया शिराली

आभार
स्वाती सरकार और स्नेहा टाइटस का उनके मलू्यवान सझुावों के लिए आभार ।

खाने पर (माँस और शाक)

कुत्ता घुमाने वाले पर

साफ़-सफ़ाई/ साज-सँवार में

जूँ आदि नियंत्रण चिकित्सा में

ईनाम स्वरूप दी जाने वाली चीज़ में

स्वास्थ्य चेकअप में

शैम्पू में

हेल्थ टॉनिक में

च्यू स्टिक्स में

भारतीय रिजर्व बैंक द्वारा छापा गया सबसे बड़ा करेंसी नोट ₹10,000 का है ।
भारतीय रिज़र्व बैंक द्वारा छापा गया अब तक का सबसे अधिक मलू्य का करेंसी 
नोट 10,000 का था जिसे ब्रिटिश राज में 1938 में छापा गया था । हालाँकि उस 
नोट को 1946 में बन्द कर दिया गया था, लेकिन इस नोट का एक नया संस्करण 
1954 में फिर से आया था । 1978 में प्रधानमतं्री मोरारजी दसेाई द्वारा 10,000 
के साथ-साथ 1,000 और 5,000 के नोट भी बन्द कर दिए गए थे । 

अधिक जानकारी के लिए हिन्दुस्तान टाइम्स पढ़ें ।

भारत में 2018 में पालतू कुत्ता पालने में आने वाला ख़र्च, ख़र्च के प्रकार के अनुसार

mailto:padmapriya.shirali@gmail.com
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गणित और गणित शिक्षा पर एक गहन, 
गम्भीर पत्रिका । 

शिक्षकों, शिक्षक-प्रशिक्षकों और 
विषय से जडु़े विद्यार्थियों के लिए ।

इस पत्रिका में, शिक्षक :

•	 कक्षा में या अन्यत्र उपयोग के लिए संसाधनों तक पहुचँ सकते हैं

•	 ऐसे गणितीय विषयों के बारे में भी पढ़ सकते हैं, जो सम्भवतः नियमित स्कू ली पाठ्यक्रम में 
नहीं होते हैं

•	 अपने स्वय के लिख ेलेख भजे सकते हैं

•	 पत्रिका के माध्यम से अन्य लोगों के साथ बातचीत कर सकते हैं, और अपनी अनसलुझी 
समस्याओ ंको हल कर सकते हैं

•	 अपने मलू अवलोकन और खोजों को साझा कर सकते हैं

•	 स्कू ल स्तर के गणित के विभिन्न पहलओु ंके बारे में लिख सकते हैं और चर्चा कर सकते हैं ।

प्रकाशक : 

अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय

आप एट राइट एगंल्स यहाँ से प्राप्त कर सकते हैं :

निःशुल्क सदस्यता लें

https://azimpremjiuniversity.edu.in/at-right-angles

इस लिक पर एट राइट एगंल्स के हाई-रेज और लो-रेज संस्करण निःशलु्क डाउनलोड के 
लिए उपलब्ध हैं । अलग-अलग लेख भी नीच ेदी गई लिंक से डाउनलोड किए जा सकते हैं

https://bit.ly/AtRightAnglesrepositor

ई-मेल पर 
AtRightAngles.editor@apu.edu.in

हम इस ईमले आईडी पर आपके लेखों और 
राय का स्वागत करते हैं । लेख भजेने लिए 
नीति और दिशा-निर्देश पत्रिका के अन्दर 
दिए गए हैं ।

आपकी प्रतिक्रिया हमारे लिए महत्त्वपूर्ण ह ै।

हमें अवश्य लिखें ।

फेसबुक पर

https://www.facebook.com/
groups/829467740417717/

AtRiUM (एट राइट एगंल्स, अस एडं मथै) 
पत्रिका का फेसबकु पेज ह ै।

यह ई-स्पेस में हमारे पाठकों को जोड़ने के 

लिए एक मचं के रूप में कार्य करता ह ै। शिक्षक, विद्यार्थी, शिक्षक-
प्रशिक्षक, भाषाविद ्और शिक्षाशास्त्र के विशषेज्ञ इस समदुाय का 
हिस्सा हैं, इस कारण से इसकी पोस्ट में विविधता ह ैऔर चर्चाए ँभी 
गम्भीर और गहन होती हैं ।
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