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बहुभजुों को ऐसी सरल बन्द आकृतिय ों के रूप में 
परिभाषित किया जाता ह ैजो सीध े रेखाखण्डों से बनी 
होती हैं (जो 180 डिग्री पर नहीं मिलते) । हम सामान्य 
रूप से बहुभजु को उसकी भजुाओ ंकी संख्या के आधार 
पर नाम दतेे हैं । तीन भजुाओ ंवाले बहुभजु को 3-भजु 
या त्रिभजु कहा जाता ह ैऔर चार भजुाओ ंवाले बहुभजु 
को 4-भजु या चतरु्भुज कहा जाता ह ै। सामान्यत: कोई 
बहुभजु जिसमें n किनारे और n शीर्ष होते हैं उसे n-भजु 
कहा जाता ह ै। रेखाखण्ड या बहुभजु की भजुाओ ंको 

किनारे कहा जाता ह ै और किनारे जिन बिन्दुओ ं पर 
मिलते हैं उन्हें शीर्ष कहा जाता ह ै। 

आगे हम इस बात पर चर्चा करेंगे कि मडु़े हुए काग़ज़ को 
अलग-अलग ढंग से काटने पर किस प्रकार हमें बहुभजु 
आकृतिय ाँ मिल सकती हैं । विद्यार्थी विभिन्न क्रमों में 
काग़ज़ को काटकर और सामने आने वाली आकृतिय ों 
का अवलोकन करके सममिति और बहुभजुों के रिश्ते 
की गहरी समझ हासिल कर सकते हैं ।

की-वर्ड : रैखिक सममिति, सममित चतरु्भुज, सममित त्रिभजु

सममित बहुभुजों की खोजबीन
अजय कुमार

यह लेख सममित बहुभुजों के अध्ययन को ज़्यादा आकर्षक बनाने के लिए विभिन्न पद्धतियों की 
पड़ताल करता है । यह स्वयं करके सीखने वाली ऐसी गतिविधियों पर ज़ोर देता है जो अवलोकन और 

सामान्यीकरण को बढ़ावा दें । ध्यानपूर्वक तैयार की गई गतिविधियों के माध्यम से गणित जैसे अमूर्त विषय 
को एक जीवन्त, सवंादात्मक, स्पर्शनीय अनुभव में बदला जा सकता है । एनसीईआरटी कक्षा-6 की गणित 

की पाठ्यपुस्तक के सबसे हालिया ससं्करण में स्वयं करके सीखने वाली तमाम गतिविधियों के ज़रिए 
सममिति के सिद्धान्त से विद्यार्थियों को परिचित कराया गया है । ये ऐसी गतिविधियाँ हैं जो विद्यार्थियों की 
कल्पना को साकार कर सकती हैं । इनमें काग़ज़ मोड़ने और काटने (एनसीईआरटी, 2004, पेज 223) को 
लेकर एक उल्लेखनीय गतिविधि है जिसमें विद्यार्थियों को मुड़े हुए काग़ज़ से बने कटआउट (आकृतियों) 

के आकारों का अनुमान लगाना है । यह ऐसी प्रक्रिया है जिससे न सिर्फ़  सममिति के बारे में बच्चों की 
समझ बढ़ती है बल्कि ज्यामितीय स्वरूपों की उनकी समझ भी विकसित होती है । इन अभ्यासों द्वारा तैयार 
बुनियाद पर आगे बढ़ते हुए यह लेख ऐसी कई गतिविधियों की पड़ताल करता है जो पाठ्यपुस्तक के पूरक 

के तौर पर काम कर सकती हैं और कक्षा के अनुभव को बेहतर बना सकती हैं । 

चित्र-1

शीर्ष

किनारे 
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पहले यह समझ लें कि इस लेख के उद्देश्य के लिए एक 
‘काट’, ‘काट के क्रम’ और ‘कटआउट’ क्या हैं । एक 
‘काट’ का मतलब, किसी सीधी रेखा के अनदुिश काग़ज़ 
को काटने के लिए लगाई गई लकीर ह ै(जैसा कि चित्र-2 
में दिखाया गया ह)ै । ‘दो काट के एक क्रम’ में दूसरी काट 
पहली काट के अन्तिम बिन्दु से शरुू होकर ऐसी सीधी रेखा 
में चलती ह ैजो कि पहली काट से नहीं मिलती । यानी दोनों 
काटों के बीच उनके साझा बिन्दु पर कोई कोण (180 डिग्री 
के अलावा) होता ह ै। चित्र-3 तीन काटों का एक क्रम 
दिखाता ह ै। ‘कटआउट’ से हमारा तात्पर्य मडु़े हुए काग़ज़ 
के उस टुकड़े से ह ैजो काटों के उस अनकु्रम के परूा होने पर 
सामने आता ह ैजो मोड़ रेखा के अनदुिश किसी बिन्दु से शरुू 
होता ह ैऔर मोड़ रेखा के अनदुिश ही किसी बिन्दु पर समाप्त 
होता ह ै। हम इसे एक बहु-काट कहते हैं । चित्र-3 के दाई ं
तरफ़ की तस्वीर 3 काटों के क्रम (जैसा कि साथ वाले चित्र 
में दिखाया गया ह)ै का उपयोग करते हुए हासिल कटआउट 
को दर्शाती ह ै। 

कुछ सामान्य अवलोकन
1.	 कटआउट के रूप में एक बहुभजु प्राप्त करने के लिए हमें 

मोड़ रेखा पर किसी बिन्दु से शरुुआत करनी पड़ेगी, सरल 
रेखा के अनदुिश काट लगानी पड़ेगी (क्योंकि कटआउट 
सिर्फ़  रेखाखण्डों से मिलकर बना होना चाहिए) और मोड़ 
रेखा पर ही किसी अन्य बिन्दु पर अन्त करना होगा । यह 
बाध्यता इस बात को सनुिश्चित करती ह ैकि कटआउट 
एक सरल, बन्द बहुभजुीय आकृति  होगी ।

2.	 जैसा कि चित्र-2 में दिखाया गया ह,ै एक अकेली काट 
किसी बहुभजु का निर्माण नहीं कर सकती क्योंकि इसके 
लिए ऐसे और शीर्षों व किनारों की ज़रूरत होती ह ैजो 
मोड़ रेखा के अनदुिश ख़दु को प्रतिबिम्बित करें । इसकी 
बजाय अनेक काटों (जैसा कि ऊपर वर्णन किया गया ह)ै 
की ज़रूरत होती ह ै। 
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चित्र-2

3.	 अगर कोई बिन्दु मोड़ रेखा पर किसी ऐसी काट पर 
ह ै जो मोड़ के साथ समकोणों (90 डिग्री) पर नहीं ह ै
तो यह बिन्दु बहुभजुीय कटआउट का एक शीर्ष ह ै 
(चित्र-3 दखेें) । 
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चित्र-3

4.	 अगर कोई बिन्दु मोड़ रेखा पर ऐसी काट पर ह ैजो मोड़ के 
साथ समकोण पर ह ैतो यह बिन्दु बहुभजुीय कटआउट 
का शीर्ष नहीं होता (चित्र-4 दखेें) । इसके अलावा, ऐसा 
बिन्दु बहुभजुीय कटआउट के एक किनारे का मध्य बिन्दु 
होगा । 
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चित्र-4

5.	 किसी बिन्दु (यह बिन्दु मोड़ रेखा पर नहीं हो सकता) पर 
किन्हीं भी दो काटों के मिलने से बहुभजुीय कटआउट के 
दो शीर्ष बन जाते हैं (चित्र-5 दखेें) ।

खोज-1 : सममित त्रिभुज (3-भुज) बनाना 
आइए शरुुआत इस बात की पड़ताल से करें कि एक त्रिभजु 
कैसे बनाए ँजो मोड़ रेखा के अनदुिश सममित हो । 

सवाल : किसी मुड़े हुए काग़ज़ से एक सममित 
त्रिकोणीय कटआउट प्राप्त करने के लिए इस काग़ज़ 
को काटने के सम्भावित तरीक़े क्या हो सकते हैं? 
आइए हम एक काग़ज़ को मोड़कर आधा कर दें, जैसा कि 
ऊपर के चित्रों में दिखाया गया ह ै। ध्यान दें कि हम तीन 
(या अधिक) काट का उपयोग नहीं कर सकते क्योंकि इससे 

cos30°

√3
= 2√3 + 3

2 – √3
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दो काटों के मिलने से दो (या अधिक) अलग-अलग बिन्दु 
निर्मित होते हैं और नतीजतन अवलोकन-5 के हिसाब से इस 
कटआउट में चार शीर्ष होंगे । इसलिए, एक त्रिभजु हासिल 
करने के लिए हमें बस दो काटों की ज़रूरत ह ै।
अगर दोनों में से कोई भी काट मोड़ रेखा के साथ समकोण 
पर नहीं ह ैतो अवलोकन-3 के मतुाबिक़ मोड़ रेखा पर स्थित 
दो बिन्दुओ ंके नतीजे में बहुभजुीय कटआउट के दो शीर्ष बन 
जाते हैं । अवलोकन-5 के अनसुार इन दो काटों के मिलने का 
बिन्दु बहुभजुीय कटआउट के दो और शीर्षों को जन्म दतेा 
ह ै। इस तरह, ऐसी स्थिति में बहुभजु की चार भजुाए ँहोती हैं 
और त्रिभजु का निर्माण नहीं हो सकता । 

इसलिए त्रिभजु हासिल करने के लिए रणनीतिक रूप से दो 
काट लगाने का अकेला तरीक़ा ह ैकि इन दो काटों में से मात्र 
एक को मोड़ रेखा के साथ ठीक समकोण पर रखना । नीच े
दिए गए चित्र त्रिभजु निर्माण तक ले जाने वाले इस तरह की 
रणनीतिक काटों को दिखाते हैं । ज़ाहिर ह ैकि मोड़ रेखा प्राप्त 
हुए त्रिभजु के लिए सममिति की रेखा ह ै। 
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चित्र-5

इसके अलावा, ध्यान दें कि इस सममिति की रेखा के 
अनदुिश इन त्रिकोणीय कटआउट को मोड़ने से इसकी दोनों 
तरफ़ के किनारे सम्पाती हो जाते हैं यानी ये दो किनारे एक 
ही लम्बाई के होते हैं । इसलिए, हम यह निष्कर्ष निकाल 
सकते हैं कि अगर किसी त्रिभजु में एक सममिति की रेखा 
ह ैतो रेखा की दोनों तरफ़ के दो किनारे बराबर लम्बाई के 
होते हैं । ऐसा त्रिभजु समद्विबाहु त्रिभजु कहलाता ह ै। इसके 
बाद हम दखेते हैं कि दोनों तरफ़ के दो शीर्ष सम्पाती होते 
हैं जो दर्शाता ह ैकि उनसे मिलने वाले किनारे को मोड़ रेखा 
समद्विभाजित करती ह ै। 
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चित्र-6 

आगे की खोज :  हम काग़ज़ को दो जगह से यकु्तिपरू्वक 
काटकर तीनों समान भजुाओ ंवाला त्रिभजु (जिसे समबाहु 
त्रिभजु कहते हैं) कैसे प्राप्त कर सकते हैं?

खोज- 2 : सममित चतुर्भुज (4-भुज) बनाना 
इसके बाद हम अपना ध्यान 4 भजुाओ ं वाला एक ऐसा 
बहुभजु, यानी चतरु्भुज, बनाने की तरफ़ लगाते हैं जो मोड़ के 
अनदुिश सममित हो ।

सवाल : किसी मुड़े हुए काग़ज़ से एक सममित चतुर्भुज 
का कटआउट प्राप्त करने के लिए इस काग़ज़ को काटने 
के सम्भावित तरीक़े क्या हो सकते हैं?

पहले, आइए हम एक काग़ज़ को मोड़कर आधा कर दें । 
ध्यान दें कि हम चार (या अधिक) काटों का इस्तेमाल नहीं 
कर सकते क्योंकि इनके नतीजे में तीन (या अधिक) ऐसे 
बिन्दु सामने आते हैं जहाँ दो काटें मिलती हैं और इसलिए 
अवलोकन-5 के मतुाबिक़ इस कटआउट में छह (या 
अधिक) शीर्ष होंगे । इसलिए चतरु्भुज हासिल करने के लिए 
हमें दो या तीन काटों की ज़रूरत ह ै।

स्थिति-1 – दो काटों के साथ : पहले, आइए एक चतरु्भुज 
का कटआउट हासिल करने के लिए सिर्फ़  दो काटों का 
इस्तेमाल करते हैं । अवलोकन-3 के वर्णन के मतुाबिक़ जब 
हम ऐसी दो काट लगाते हैं जिनमें से कोई भी मोड़ रेखा 
के साथ समकोण पर नहीं होती तो हमें चतरु्भुज हासिल  
होता ह ै। 
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चित्र-7

चतरु्भुज ABCD (चित्र-7 दखेें), में ध्यान दें कि मोड़ रेखा 
सममिति की रेखा ह ै। स्पष्ट ह ैकि B और D चतरु्भुज के ऐसे 
शीर्ष हैं जो मोड़ रेखा के चारों ओर एक-दूसरे के सममित 
हैं, जबकि A और C ऐसे शीर्ष हैं जो सममिति की रेखा पर 
स्थित हैं । आइए हम एक रेखाखण्ड के माध्यम से B और 
D को जोड़ें और उसे सममिति की रेखा को O पर काटने दें 
जैसा कि चित्र-8 में दिखाया गया ह ै।
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चित्र-8

ध्यान दें कि जब हम ABCD को सममिति की रेखा के 
अनदुिश मोड़ते हैं तो OB व OD सम्पाती होती हैं । इसके 
अलावा, कोण AOB व AOD और COB व COD एक-
दूसरे के साथ क्रमशः सम्पाती होते हैं । इसलिए, OB व OD 
एक ही लम्बाई की हैं । इसके अलावा, AOB, AOD, 
COB और COD में से हर एक कोण समकोण ह ै।

इसलिए, हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि ठीक दो काटों 
का इस्तेमाल करके हासिल किए गए ऐसे सममित चतरु्भुज 
में दो शीर्ष सममिति की रेखा पर स्थित होते हैं और उन्हें 
जोड़ने वाला विकर्ण दूसरे विकर्ण का लम्ब समद्विभाजक 
होता ह ै। इस गणु वाले दो प्रकार के चतरु्भुज होते हैं : पतंग 
और भाला । (ध्यान रह ेकि कोई ख़ास स्थिति हो सकती ह ै
जब समचतरु्भुज प्राप्त हो ।) 
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चित्र-9

स्थिति-2 – तीन काटों के साथ : यदि तीनों में से कोई 
भी काट मोड़ रेखा के साथ समकोण पर स्थित नहीं ह ैतो 
अवलोकन-3 के मतुाबिक़ मोड़ रेखा पर स्थित दो बिन्दु 
बहुभजुीय कटआउट के दो शीर्षों को जन्म दतेे हैं । वे दो 
बिन्दु जहाँ इन काटों के दो यगु्म मिलते हैं, अवलोकन-5 के 

मतुाबिक़ बहुभजुीय कटआउट के चार और शीर्षों को जन्म 
दतेे हैं । इसलिए, ऐसी स्थिति में बहुभजु की छह भजुाए ँहोती 
हैं और इसलिए वह चतरु्भुज नहीं हो सकता ।

इसके अलावा, हम दखेते हैं कि अगर तीन काटों में से बस 
एक काट मोड़ रेखा के साथ समकोण पर ह ैतो अवलोकन-4 
के मतुाबिक़ ऐसी काट पर स्थित बिन्दु बहुभजुीय कटआउट 
का शीर्ष नहीं बनता । लेकिन, मोड़ रेखा पर स्थित अन्य 
बिन्दु जो अन्य दो काटों में से एक पर ह,ै शीर्ष निर्मित करता 
ह ै। इसके अलावा, वे दो बिन्दु जहाँ इन दो काटों के दो यगु्म 
मिलते हैं, अवलोकन-5 के मतुाबिक़, बहुभजुीय कटआउट 
के चार और शीर्षों को जन्म दतेे हैं । इसलिए ऐसी स्थिति में 
बहुभजु की पाँच भजुाए ँहोंगी और इसलिए वह चतरु्भुज नहीं 
हो सकता ।

इसलिए, चतरु्भुज हासिल करने के लिए तीन काटों का 
इस्तेमाल करने का एकमात्र तरीक़ा ह ैदो ऐसी काट लगाना 
जो मोड़ रेखा के साथ समकोणों पर हों । ऐसे में, वे दो बिन्दु 
जहाँ इन दो काटों के दो यगु्म मिलते हैं, अवलोकन-5 के 
मतुाबिक़, बहुभजुीय कटआउट के चार शीर्षों को जन्म दतेे हैं 
और इसके अलावा और कोई शीर्ष नहीं होते । नीच ेदिए गए 
चित्र (चित्र-10) ऐसी कुछ स्थितियाँ दिखाते हैं ।

R Q

S P

A
B

C

D

D
C

A

B

P

चित्र-10

चित्र-7 व चित्र-8 में बने चतरु्भुज को पतंग कहा जाता ह ै
जबकि चित्र-9 में बने चतरु्भुज को भाला । दोनों के बीच 
फ़र्क़  यह ह ैकि पतंग के मामले में विकर्ण BD परूी तरह से 
चतरु्भुज के भीतर स्थित ह ैजबकि भाले के मामले में विकर्ण 
BD परूी तरह से चतरु्भुज के बाहर स्थित ह ै।

चतरु्भुज PQRS (चित्र-10) में, मोड़ रेखा सममिति की 
रेखा ह ै। स्पष्ट ह ै कि P और S व Q और R इस चतरु्भुज 
के शीर्षों के ऐसे यगु्म हैं जो मोड़ रेखा के चारों ओर संगत 
रूप से सममित हैं । इसके अलावा, PS व QR एक-दूसरे के 
समान्तर हैं क्योंकि वे दोनों सममिति की रेखा के लम्बवत हैं । 
इसके अतिरिक्त, PQRS को सममिति की रेखा के अनदुिश 
मोड़ने पर हम दखेते हैं कि PQ व RS सम्पाती हो जाती हैं 
यानी वे समान लम्बाई की हैं ।
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इसलिए हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि ठीक तीन 
काटों का इस्तेमाल करके हासिल किए गए सममित चतरु्भुज 
में सममिति की रेखा पर कोई शीर्ष स्थित नहीं होता और 

इसमें समान्तर सम्मुख भजुाओ ंका एक यगु्म होता ह ैजबकि 
सम्मुख भजुाओ ंके दूसरे यगु्म में लम्बाई समान होती ह ै। ऐसे 
गणु वाले चतरु्भुज को हम समद्विबाहु समलम्ब कहते हैं ।  

आगे की खोज : किन परिस्थितियों में हम गारंटी से यह कह सकते हैं कि ऊपर बताई गई प्रक्रियाओ ंसे प्राप्त किए गए सममित 
चतरु्भुजों में सममिति की कम-से-कम एक रेखा और होती ह?ै

हमारे अवलोकनों का सामान्यीकरण : किसी मडु़े हुए काग़ज़ से एक सममित n-भजुीय कटआउट प्राप्त करने के लिए इस 
काग़ज़ को काटने के कितने सम्भावित तरीक़े हो सकते हैं?
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हाँ, अर्जुन हर एक गलुाबजामनु की त्रिज्या का पता लगा सकता ह ैऔर वह कटोरी 
की त्रिज्या का भी पता लगा सकता ह ै।

माना कि r गलुाबजामनु की त्रिज्या ह ैऔर R कटोरे की त्रिज्या ह ै। दिया गया ह ैकि 
स्ट्रा की त्रिज्या 1 इकाई ह ै। जैसा कि चित्र में दिखाया गया ह,ै ΔABC समबाहु 
त्रिभजु ह ै।और माना कि OΔABC का केन्द्र ह ै।

अब OB = 1 + r = 
r

cos30°
 ⇒ r = 

√3

2 – √3
 = 2√3 + 3

अब R = 2r + 1 = 2(2√3 + 3) + 1 = 4√3 + 7.

∴ गलुाबजामनु की त्रिज्या r2√3+3और कटोरी की त्रिज्या R 4√3+7 ह ै।

तेजस चाणस्मा प्राइमरी स्कू ल नं-2, गजुरात में शिक्षक हैं । उन्होंने दकेार्त के वृत्त प्रमये का इस्तेमाल करते हुए इसी सवाल का एक दूसरा 
हल भी सझुाया ह ै। दकेार्त के प्रमये के बारे में यहाँ पढ़ सकते हैं https://en.wikipedia.org/wiki/Descartes%27_theorem#:~:text=In%20

geometry%2C%20Descartes’%20theorem%20states,satisfy%20a%20certain%20quadratic%20equation..


