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गणित का मज़ा 

आइए हम निम्नलिखित सरल नियमों का उपयोग करके “मज़ेदार भिन्नों” को परिभाषित करें :

•	 नियम-1 : 12  एक मज़ेदार भिन्न ह ै। 

•	 नियम-2 : यदि  
p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह,ै तो p

p + q  भी एक मज़ेदार भिन्न ह ै।

•	 नियम-3 : यदि  
p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह,ै तो q

p + q भी एक मज़ेदार भिन्न ह ै।

इसका अर्थ यह ह ैकि हम मज़ेदार भिन्न  12  से शरुू कर सकते हैं और नियम-2 और नियम-3 को बार-बार लाग ूकरके 
अन्य सभी मज़ेदार भिन्न बना सकते हैं । जब नियम-2 लाग ू किया जाता ह ै तो एक लाल तीर खींचकर और जब  
नियम-3 लाग ूकिया जाता ह ैतो एक नीला तीर खींचकर हम नियम-2 और 3 को लाग ूकरने की प्रक्रियाओ ंको दृश्य 
रूप से दिखा सकते हैं ।

मान लीजिए कि  p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह ै।  p

q  पर नियम-2 और नियम 3 लाग ूकरके, हमें निम्नलिखित समीकरण 
मिलता ह ै: p

q
p

p + q
q

p + q

उदाहरण के लिए, 1
2
 पर नियम-2 और नियम-3 को लाग ूकरने को इस प्रकार दर्शाया जा सकता ह ै:

1
2

2
3

1
3

इस शाखा को एक और स्तर तक बढ़ाते हुए इस प्रकार दखेा जा सकता ह ै:
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2
3

1
3

3
5

2
5

3
4

1
4

की-वर्ड : समस्या समाधान, समस्या उठाना, पैटर्न, फ़िबोनाची

भिन्न के  साथ मज़ा 
तेजस श्रीराम

यह लेख मूल रूप से एक ऑनलाइन गणितीय स्रोत, NRICH, पर प्रस्तुत की गई समस्या से प्रेरित है । विचार 
वाटिका के तत्वावधान में आयोजित किए गए ‘गणित मन्थन’ नामक कोर्स में भाग लेते हुए, एक समस्या 
ने मेरा ध्यान आकर्षित किया । यहाँ आगे, मैंने मूल समस्या(ओ)ं का जवाब दिया है और उस समस्या के 

स्वाभाविक विस्तार के बारे में खोजबीन की है, जहाँ मुझे कुछ पैटर्न मिले और मैंने उन्हें सिद्ध किया ।

https://nrich.maths.org/problems/clue-question
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इससे पता चलता ह ैकि प्रत्येक मज़ेदार भिन्न शाखाओ ंमें बँटकर दो नए मज़ेदार भिन्न बना दतेी ह ै।

गतिविधि : शाखाओ ंको अगले दो स्तरों तक विस्तार दें । आपके अवलोकन क्या हैं?

इसके बाद, आइए कुछ स्वाभाविक प्रश्नों का पता लगाए ँजिनका उल्लेख NRICH वेबपेज पर भी किया गया ह ै। पाठकों से 
आग्रह ह ैकि समाधानों की जाँच करने से पहले इन्हें हल करने का प्रयास करें : 

1.	 सबसे बड़ी/ छोटी मज़ेदार भिन्न कौन-सी ह?ै

2.	 सबसे बड़ा/ छोटा अशं कौन-सा ह?ै

3.	 क्या यह सही ह ैकि अशं घटते क्रम में नहीं होते?

4.	 ऐसा लगता ह ैकि एक मज़ेदार भिन्न के अशं और हर में 1 को छोड़कर कोई उभयनिष्ठ भाजक नहीं होता ह ै। क्या यह 
हमशेा सही होता ह?ै

5.	 क्या भिन्नों का एक बन्द फन्दा बनाना सम्भव ह,ै जहाँ परिवर्तनों का एक क्रम आपको प्रारम्भिक बिन्दु पर वापस ले आए?

अब, मैं पाठकों को उपरोक्त समस्याओ ंको हल करने की अपनी यात्रा पर ले जाना चाहूगँा । सबसे पहले हम एक संकेतन प्रस्तुत 
करते हैं : चूकँि प्रत्येक चरण में केवल दो सम्भावनाए ँहैं, इसलिए हम नीच ेवर्णित संकेतन का उपयोग करके प्रत्येक मज़ेदार 
भिन्न को दर्शा सकते हैं ।

•	 नियम-1 द्वारा उत्पन्न मज़ेदार भिन्न को प्रतीक A द्वारा दर्शाया गया ह ै।

•	 नियम-2 द्वारा उत्पन्न एक मज़ेदार भिन्न को प्रतीक B द्वारा दर्शाया गया ह ैऔर

•	 नियम-3 द्वारा उत्पन्न एक मज़ेदार भिन्न को प्रतीक C द्वारा दर्शाया गया ह ै।

इसका मतलब ह ैकि 12  को A के रूप में दर्शाया गया ह ैऔर किसी भी अन्य मज़ेदार भिन्न को A से शरुू होने वाली शृखंला 
के रूप में दर्शाया जा सकता ह ैऔर उसके बाद Bs और/ या Cs का द्विआधारी संयोजन आ सकता ह ै।

उदाहरण के लिए, ABCB मज़ेदार भिन्न  37  को प्रस्तुत करता ह,ै क्योंकि
1
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3
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समाधान		

1.	 चूकँि  12  धनात्मक ह,ै इसलिए हर दूसरी मज़ेदार भिन्न धनात्मक होनी चाहिए । साथ ही, चूकँि प्रत्येक मज़ेदार भिन्न का हर, 
अशं से बड़ा होता ह,ै इसलिए प्रत्येक मज़ेदार भिन्न 1 से छोटा होना चाहिए ।

अब आइए A, AB, ABB, ABBB, ABBBB, इत्यादि के रूप के मज़ेदार भिन्नों को दखेें । इसका मतलब ह ैकि हम 
नियम-2 को 12  पर बार-बार लाग ूकर रह ेहैं । दृश्य रूप में इसका मतलब सबसे बाई ंशाखा ह ै:
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किसी भी प्राकृति क संख्या n का व्युतक्रम 1
n  इस शाखा में होना चाहिए । इस प्रकार, इस शाखा में प्रविष्टियाँ छोटी होती 

रहती हैं और कभी समाप्त नहीं होती हैं । इसका मतलब ह ैकि कोई सबसे छोटी मज़ेदार भिन्न सम्भव नहीं ह ै। 

आइए अब हम AC, ABC, ABBC, ABBBC, ABBBBC इत्यादि रूपों की मज़ेदार भिन्नों को दखेें । इसका 
मतलब ह ै 12  पर नियम-2 को बार-बार लाग ूकरना और फिर अन्त में एक बार नियम-3 को लाग ूकरना । दृश्य रूप से, 
इसका मतलब ह ै‘दूसरी’ सबसे बाई ंशाखा :
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इस शाखा में प्रत्येक प्राकृति क संख्या n > 1 के लिए  n
n + 1  के रूप के मज़ेदार भिन्न हैं । इसलिए यह मज़ेदार भिन्नों का 

एक बढ़ता हुआ क्रम ह ैजो कभी समाप्त नहीं होता । इसका मतलब ह ैकि कोई सबसे बड़ी मज़ेदार भिन्न सम्भव नहीं ह ै।

2.	 सबसे छोटा अशं स्पष्ट रूप से 1 ह,ै जो  1
2
 का अशं ह ै। हालाँकि, जैसा कि हमने समाधान-1 में दखेा,  n

n + 1
 प्रत्येक 

प्राकृति क संख्या n के लिए एक मज़ेदार  भिन्न ह ै। इसलिए कोई भी सबसे बड़ा अशं सम्भव नहीं हो सकता ह ै।

3.	 हाँ, चूकँि नियम-2 अशंों को बनाए रखता ह ैऔर नियम-3 अशंों को बढ़ाता ह,ै इसलिए अशं कभी घट नहीं सकते । 
लेकिन क्या होगा यदि हम किसी स्तर पर अशं और हर के बीच एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड को निरस्त कर सकें ? अगला 
समाधान कहता ह ैकि यह सम्भव नहीं ह ै।

4.	 मान लीजिए  p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह ै। नियम-2 या नियम-3 लाग ूकरने पर, हमें क्रमशः भिन्न p

p + q या  q
p + q प्राप्त होते 

हैं । आइए हम इन तीन भिन्नों के बीच अशंों और हरों के उभयनिष्ठ गणुनखण्डों की तलुना करने का प्रयास करें ।

मान लीजिए कि d, p और q दोनों का एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड ह ै। तब स्पष्ट रूप से d को p + q को विभाजित 
करना चाहिए । इसी प्रकार, मान लीजिए कि d, p और p + q दोनों का एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड ह,ै तो d को  
q = (p + q) - p को भी विभाजित करना चाहिए । इसका मतलब ह ैकि p, q और p + q के उभयनिष्ठ गणुनखण्डों 
की सचूी बिल्कु ल समान ह ै। 

स्पष्ट रूप से, पहली मज़ेदार भिन्न 1
2  के लिए, अशं और हर के बीच केवल एक उभयनिष्ठ गणुनखण्ड ह,ै अर्थात 1 । 

इसलिए हर दूसरी मज़ेदार भिन्न p
q  के लिए, अशं p और हर q का एकमात्र उभयनिष्ठ गणुनखण्ड 1 ही ह ै।   

5.	 नियम-2 और 3 दोनों ही हरों को बढ़ाते हैं । इसलिए बन्द फन्दा प्राप्त करने का एकमात्र तरीक़ा छोटे अशं और हर प्राप्त 
करने के लिए मज़ेदार भिन्न में उभयनिष्ठ गणुनखण्डों को निरस्त करना ह ै। हालाँकि, समाधान-4 के अनसुार, यह सम्भव 
नहीं ह ै। इसलिए कोई फन्दा नहीं बनता । 
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मैंने एक और दिलचस्प बात दखेी । आइए सबसे दाई ंशाखा को दखेें, जिसकी प्रविष्टियाँ A, AC, ACC, ACCC, ACCCC 
इत्यादि के रूप में हैं ।

1
2

2
3

3
5

5
8

8
13

A

AC

ACC

ACCC

ACCCC

ध्यान दें कि इन भिन्नों को निम्नानसुार पनुरावर्ती रूप से परिभाषित किया जा सकता ह ैऔर हमें फ़िबोनाची संख्याओ ंकी याद 
आनी चाहिए । मान लें कि प्रत्येक प्राकृति क संख्या m के लिए

 F1 = 1

F2 = 2

Fm + 2 = Fm + 1 + Fm ह ै।

स्पष्ट रूप से, ACCC…CCC के रूप का कोई भी मज़ेदार भिन्न 
Fm + 1

Fm + 2
 के अलावा कुछ नहीं हो सकता, जहाँ m अन्त में   

दिखाई दनेे वाले C की संख्या ह ै। जैसा कि हम पहले ही दिखा चकेु हैं, इसका मतलब ह ैकि क्रमानगुत फ़िबोनाची संख्याओ ं
के बीच 1 के अलावा कोई उभयनिष्ठ गणुनखण्ड नहीं हैं ।

मैंने यह भी दखेा कि यदि हम हर Fm + 2 को अशं Fm + 1 से भाग दें, तो हमें हमशेा शषे Fm प्राप्त होता ह ै। ऐसा इसलिए ह ै
क्योंकि Fm + 2 = Fm+1 + Fm । फिर मैंने कुछ और दिलचस्प बात दखेीं । यह ACCC…CCCBBB…BBB के रूप वाले 
मज़ेदार भिन्नों के लिए भी सही ह,ै जहाँ C बीच में m बार और B अन्त में k बार दिखाई दतेा ह ै।

उदाहरण के लिए, AB, ACB, ACCB, ACCCB, ACCCCB इत्यादि के रूप वाले मज़ेदार भिन्न इस प्रकार दिखाई  
दतेी हैं : 
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सम्पादकीय टिप्पणी 

इस लेख में प्रस्तुत की गई समस्याए ँस्वाभाविक रूप से अनेक भिन्नताओ ंऔर दिलचस्प नए प्रश्नों को जन्म दतेी हैं । उदाहरण के लिए, क्या होगा 

यदि आरम्भिक मज़ेदार भिन्न 12  से p
q  भिन्न हो? क्या प्रत्येक भिन्न अपने घटे हुए रूप में उपरोक्त वृक्ष में दिखाई दतेी ह?ै इन समस्याओ ंको 9 से 

16 वर्ष की आय ुके विद्यार्थियों के अनकूुल बनाया जा सकता ह,ै जिससे उन्हें भिन्न की संक्रियाओ ंका अभ्यास करने, पैटर्न की पहचान करने और 

अपने निष्कर्षों को सही ठहराने के अवसर मिलते हैं । शिवरामन (2021) ने एट राइट एगंल्स के जलुाई 2021 के अकं में इससे सम्बन्धित एक अन्य 

रूप के बारे में खोजबीन की थी, जिसे पढ़ने के लिए हम पाठकों को प्रोत्साहित करते हैं ।
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आइए दखेें कि यह क्यों सत्य ह ै। मान लें कि  p
q   ACCC…CCCBBB…BBB रूप की एक भिन्न ह,ै जहाँ बीच में C, m 

बार दिखाई दतेा ह ैऔर B अन्त में k बार दिखाई दतेा ह ै। दूसरे शब्दों में, p
q  पहले, नियम-3 को लगातार m बार लाग ूकरके और 

फिर नियम-2 को बार-बार लाग ूकरके  12  से p
q  प्राप्त किया जाता ह ै। इसलिए p

q  को नियम-2 को k बार लाग ूकरके 
Fm + 1

Fm + 2
   से 

प्राप्त किया जाएगा । इसलिए हमारे पास होना चाहिए 

p
q

Fm + 1

Fm + 2 + k(Fm + 1)
=

इसलिए यदि हम हर q को अशं p से भाग दें, तो हमें भागफल के रूप में k + 1 तथा शषे के रूप में Fm प्राप्त होना चाहिए । इसलिए 
हमने जो सिद्ध किया ह ैवह निम्नलिखित प्रमये ह ै।

प्रमेय । मान लें कि p
q  एक मज़ेदार भिन्न ह ैजिसे नियम-3 को m बार लाग ूकरके और फिर नियम-2 को k बार लाग ूकरके 12  से 

प्राप्त किया जाता ह,ै फिर यदि हम q को p से विभाजित करते हैं, तो शषे हमशेा Fm होता ह ैजिसे निम्न रूप में परिभाषित किया 

जाता ह ै: 
F1 = 1
F2 = 2
Fm + 2 = Fm + Fm + 1
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