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गणित का आनन्द – राष्ट्रीय पाठ्यचर्चा की रूपरेखा में 
प्रयकु्त इन शब्दों को सावधानीपरू्वक  बरतने और गहराई से 
समझने की ज़रूरत ह ै। आख़िर गणित का आनन्द क्या ह?ै 
क्या यह केवल मज़ेदार कक्षाओ ंऔर हल्के -फुल्के  गणित 
तक ही सीमित ह?ै क्या हम गणित की गहनता में भी आनन्द 
पा सकते हैं? क्या यह विरोधाभासी नहीं लगता?

एट राइट एगंल्स  आनन्द का कोई नसु्ख़ा तो नहीं द ेसकता, 
लेकिन हम विद्यार थ्ियों को वे तरीक़े ज़रूर बता सकते हैं 
जिससे वे हर तरफ़ गणित को दखेने, आकृतियों और 
संख्याओ ंमें पैटर्न दखेने, सम्बन्ध बनाने और सामान्यीकरण 
का परीक्षण करने, तर्क परू्ण दलीलें गढ़ने और अपने दृष्टिकोण 
की पषु्टि करने की ऊर्जा से भर जाए ँ। आइए अपने भीतर के 
बच्चे को आत्मविश्वास और निडर मन के साथ मकु्त करें ।

अनुवाद : विजय सेन       पुनरीक्षण : सशुील जोशी        

कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय



सम्पादक 
की ओर से...
हम नए एट राइट एगंल्स के दसूरे अकं के साथ फिर से आपके सामने हैं । इसमें हम प्राथमिक विद्यालय स्तर पर गणित 
शिक्षण से जडु़े शकै्षणिक मदु्दों से जडु़ने का प्रयास कर रह ेहैं । अपने अनभुव और सीख साझा करने वाले सभी लेखकों 
के साथ-साथ सराहना तथा मलू्यवान समालोचना करने वाले हमारे पाठकों का हम बहुत-बहुत धन्यवाद अदा करते हैं ।

जलुाई 2024 अकं के विशेष खण्ड में, हमने रीमा कौर और मनीषा गोयल के साथ बहु-विषयक दृष्टिकोण की पड़ताल 
जारी रखी ह ै। साझा पठन के प्रयोग कक्षा में एक मज़बतू साधन साबित हुए हैं । यहाँ, वे बच्चों के सन्दर्भ से डेटा सम्हालने 
के विचार को समझने के लिए एक बड़ी पसु्तक (Big Book) बनाने के विचार को टटोलती हैं । और ऐसी तलाश के 
बारे में बात करने से बेहतर क्या हो सकता ह?ै प्राची एम. इसी खण्ड में गणितीय संवाद के लिए एक मज़बतू तर्क  प्रस्तुत 
करती हैं । 

अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय की परू्व छात्रा अरुणी जोसफ़ कक्षा में खण्ड में फ़ील्ड इटंर्नशिप के दौरान कोणों की 
अवधारणा पढ़ाने के अपने अनभुवों के साथ शरुुआत करती हैं । जेम्स मट्ेज़ और ब्रैड यईु क्यों 6? में बीजगणित और 
ज्यामिति के बीच के अन्तर्सम्बन्धों की पड़ताल करते हैं – यह एक ऐसा प्रश्न ह ैजो एक बीजगणितीय सर्वसमिकाओ ंका 
पता लगाने के लिए इटंरलॉकिग क्यूब्स के साथ व्यावहारिक गतिविधियों का उपयोग करता ह ै। गणुन के लिए बेहतर 
कलन विधि और बीजगणितीय टाइलों पर विचार के लिए मथै स्पेस के लेख में भी दृश्य-संकल्पना का सहारा लिया 
गया ह ै।

गणित का मज़ा खण्ड में अनमुान लगाने (Guesstimation) सम्बन्धी लेख को कक्षा गतिविधियों के साथ जारी 
रखा गया ह ैताकि इस कौशल का अभ्यास किया जा सके । मझु ेपरूा यक़ीन ह ैकि ये गतिविधियाँ घर पर और खले के 
दौरान विद्यार्थियों की बातचीत को प्रभावित करेंगी! और अपना विशषे वर्ष खोजें कि आपके जन्म वर्ष के अन्तिम दो 
अकं कब आपकी उम्र होंगे? मरेा विशषे वर्ष जल्द ही आने वाला ह,ै लेकिन यह 2025 में क्यों नहीं हो सकता? जानने 
के लिए आगे पढ़ें ।

इस बार हमारा आवरण पतंगों का परिवार (Kite Families) पर आधारित टियरआउट से प्रेरित ह ै। हम शिक्षकों से 
अनरुोध करते हैं कि यह सनु्दर पोस्टर अपनी कक्षा में लगाए ँऔर उसमें दिए गए प्रश्नों का उपयोग करके विद्यार्थियों को 
चतरु्भुजों की ज़ादईु सैर कराए ँ। वे विद्यार्थियों द्वारा पछेू गए अन्य प्रश्न भी शामिल कर सकते हैं । मथै स्पेस ने चर्चाओ ं
को गणितीय गहनता के आधार पर बनाए रखने के लिए कुछ दिशा-निर्देश प्रदान किए हैं – यानी आपका सीट बेल्ट 
बाँध दिया गया ह!ै

पद्मप्रिया शिराली के पुलआउट की हमशेा से माँग रही ह ै। इस बार उन्होंने तापमान से सम्बन्धित गतिविधियों पर 
अन्वेषण करके माहौल को गर्मा दिया ह ै। यह चर्चा जलवाय ुपरिवर्तन, टिकाऊ विकास और संसाधनों के संरक्षण तक 
जा सकती ह ै। लेकिन हम समापन एक हस्तकला गतिविधि एक तापमान रज़ाई (Temperature Quilt) बनाने से कर 
रह ेहैं । एक बहु-विषयक दृष्टिकोण के लिए एक शिक्षक को और क्या चाहिए! 

हमें यह बताते हुए ख़शुी हो रही ह ैकि उच्च कक्षा स्तर के लेख अब पत्रिका में वापस आ गए हैं, जो एट राइट एगंल्स 
के ऑनलाइन संस्करण में उपलब्ध हैं । विषय सचूी पषृ्ठ पर दिए गए क्यूआर कोड को स्कै न करके विषाक्त नमनेू  की 
तकनीकी जाँच को दखेिए । इसमें कुमार गन्धर्व मिश्रा आपको सिखाते हैं कि एक्सेल शीट का उपयोग करके एक 



प्रयोगशाला जाँच की अनकृुति (simulation) कैसे बनाई जाए । सबसे अच्छी बात यह ह ैकि जाँच की योजना आपके 
कम्प्यूटेशनल कौशल को विकसित करती ह ै।

अपने काम में एट राइट एगंल्स का उपयोग करने वालों से जडु़े रहने के लिए हमने एक प्रश्नावली तैयार की ह ै। हम अपने 
पाठकों से अनरुोध करते हैं कि वे सर्वेक्षण लिक को प्राप्त करने के लिए AtRightAngles.editor@apu.edu.in पर 
मले करें । 

ख़शुी-ख़शुी पढ़ें! और सम्पर्क  में रहें ।

स्नेहा टाइटस
सम्पादक, एट राइट एगंल्स

अनुवाद : विजय सेन          पुनरीक्षण : सशुील जोशी          कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय

एट राइट एगंल्स अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय का प्रकाशन ह ै। इसका उद्देश्य शिक्षकों, शिक्षक-प्रशिक्षकों, विद्यार थ्ियों और गणित के प्रति रुचि रखने वाले लोगों तक पहुचँना ह ै। 
यह अलग-अलग विचारों और दृष्टिकोणों की अभिव्यक्ति के लिए एक मचं प्रदान करता ह ैतथा नए और सवुिज्ञ दृष्टिकोण, विचारोत्तेजक नज़रिए और नवाचार की कहानियों को 
प्रोत्साहित करता ह ै। कोशिश ह ैकि यह पत्रिका ‘अकादमिक’ और ‘पेशवेर’ उन्मुख होने के बीच सन्तुलन बना सके ।

एट राइट एगंल्स अकं 19, जलुाई 2024 का यह हिन्दी अनुवाद सितम्बर, 2024 में प्रकाशित हुआ ह ै। 

नोट : इस अकं में व्यक्त किए गए सभी विचार और राय लेखकों के अपने हैं और अज़ीम प्रेमजी फ़ाउंडेशन किसी भी रूप में इसके लिए उत्तरदायी नहीं ह ै।
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	 जेम्स मट्ेज़ और ब्रैड यईु
29		 6 क्यों? चतुष्फलकीय सखं्याओ ंको चतुष्फलक से जोड़ना

	 मथै स्पेस
33		 गुणन : एक बेहतर कलन विधि

गणित का मज़ा
यह एक ऐसा खण्ड ह ैजिसमें गणित के मज़े और सनु्दरता को उत्सव की तरह प्रस्तुत किया गया ह ै। आपको इस भाग में हल्के -फुल्के  क़िस्से, 
कॉमिक स्ट्रिप्स, कार्टून, निबन्ध और इन सबके पीछे के सनु्दर तर्क  मिलेंगे जो गणित की प्रकृति को बढ़ावा दतेे हैं ।

	 मोहन आर.
37		 अनुमान लगाने की कला : भाग 2 कक्षा में फर्मी समस्याओ ंका उपयोग

	 जेम्स मट्ेज़ और ब्रैड यईु
44		� विशेष वर्ष
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समीक्षा
हमारा समीक्षा खण्ड गणित में शकै्षणिक संसाधनों पर दृष्टिकोण का एक विविधतापरू्ण दायरा प्रस्तुत करता ह ै। इस खण्ड में हम पाठ्यपसु्तकों, 
गणित और गणित-शिक्षा की किताबों, सीखने-सिखाने की सामग्रियों (TLMs), दिलचस्प वेबसाइट्स और शकै्षणिक खलेों और सॉफ्टवेयर 
जैसे विभिन्न संसाधनों की समीक्षा प्रस्तुत करते हैं । हम न सिर्फ़  अनभुवी शिक्षाविदों और विषय विशषेज्ञों का मलू्यांकन पेश करते हैं बल्कि 
शिक्षा के क्षेत्र में काम करने वालों और काम करने का जज़्बा रखने वालों के नज़रिए भी प्रस्तुत करते हैं । यह समावेशी तरीक़ा नज़रियों की 
समदृ्ध विविधता को सनुिश्चित करता ह ै। यह हमारे पाठकों को व्यापक और सलुभ समीक्षा प्रदान करता ह ैजो शकै्षणिक सामग्रियों में उनकी 
पसन्द का बोध करवा सकती हैं ।

	 मथै स्पेस
46		 बीजगणितीय टाइल्स की समीक्षा

टियरआउट
टियरआउट शिक्षक के तत्काल उपयोग के लिए डिज़ाइन किया गया ह ै। यह कक्षा में अवलोकन और चर्चा को प्रेरित करने के लिए लगाया 
जाने वाला पोस्टर हो सकता ह,ै या यह फ़ोटोकॉपी करके साझा करने के लिए एक वर्क शीट हो सकती ह ै। इसके साथ हमशेा शिक्षक के लिए 
प्रश्न और मार्गदर्शन होता ह ै।

	 मथै स्पेस
53		 पतंग परिवार : एक वंशवकृ्ष की जाँच-पड़ताल!

पुलआउट 

पलुआउट खण्ड में, गणित में बनुियादी अवधारणाओ ंको सिखाने के लिए करके सीखना (Hands On) एवं गतिविधि-आधारित तरीक़े  को 
शामिल किया गया ह ै। यह खण्ड आमतौर पर प्रचलित गणित की ग़लत धारणाओ ंऔर उनको सलुझाने के तरीक़ों, मनैिप्यूलेटिव्स और उनसे 
विद्यार थ्ियों में गणित की समझ बढ़ाने और गणितीय कौशल का विकास करने के तरीक़ों पर; और इन सबसे बढ़कर गतिविधि-आधारित शिक्षा 
में लेखन और दस्तावेज़ीकरण कौशल को शामिल करने के तरीक़ों पर बात करता ह ै। पलुआउट थीम आधारित खण्ड ह ैऔर, जैसा कि इसके 
नाम से ही ज़ाहिर ह,ै इसे मखु्य पत्रिका से अलग करके इस्तेमाल किया जा सकता ह ै।

पद्मप्रिया शिराली
गणित बराबर गर्म? गणित बराबर ठण्डा?
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ऑनलाइन लेख
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दूषित नमूनों को पहचानना : बाइनरी अंकगणित पर 
आधारित एक कम्प्यूटेशनल चिन्तन गतिविधि
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‘बड़ी किताबें’ और साथ-साथ पढ़ने के अनुभव

‘बड़ी किताबें’ सामान्य से बड़े आकार की कहानी की किताबें होती हैं । इनके 
पन्नों पर अकसर बड़ी-बड़ी तस्वीरें होती हैं; शब्द कम होते हैं और बड़ी साइज़ 
में छपे होते हैं । ऐसी किताब को एक से ज़्यादा पढ़ने वाले एक साथ बड़े आराम 
से पढ़ सकते हैं । पिछले कुछ दशकों में, कक्षा में छोटे बच्चों को लेकर ‘साथ-
साथ पढ़ने’ के अनभुवों के लिए बड़ी किताबों का इस्तेमाल बढ़ा ह ै(Karges-
Bone, 1992) (3) ।

की-वर्ड : बनुियादी साक्षरता और संख्या-ज्ञान; फ़ाउंडेशनल स्टेज ; आरम्भिक 
चरण; आरम्भिक बाल्यावस्था शिक्षा; डेटा प्रबन्धन; बड़ी किताबें; साथ-साथ 
पढ़ना; विषयों का एकीकरण

वि
श

षेफ़ाउंडेशनल स्टेज और आरम्भिक 
चरणों में डेटा प्रबन्धन सिखान ेके 
लिए बड़ी किताबों का इस्तेमाल
मनीषा गोयल और 

रीमा कौर

चित्र-1 : साथ-साथ पढ़ने का अनभुव ।
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चित्र-2 : रॉड कैम्पबल की पसु्तक ‘Dear 
Zoo’ आपसी बातचीत और क्रिया करते 
हुए पढ़ने वाली किताब ह।ै पन्ना उठाकर 
(lift-the-flap) पढ़ने वाली यह पसु्तक, 
बड़ी किताब के रूप में भी मिलती ह ै।

चित्र-3 : किताब ‘What would you like to drink?’,  
जिसे आनन्द जनार्दन ने लिखा ह ैऔर चित्रांकन आयशा पंजाबी ने 

किया ह ै(Janardhan, 2021) (2) । यह कहानी किसी रोज़मर्रा की 
समस्या के सन्दर्भ में डेटा का समहूीकरण करने और गिनती करने  

के बारे में बताती ह ै।

कक्षा का शब्दचित्र-1
कल्पना करें – कक्षा 2 के कुछ बच्चे अपनी शिक्षिका के आस-पास इकट्ठे होकर 
शिक्षिका की गोद में खलुी एक बड़ी किताब में झाँक रह ेहैं । मखुपषृ्ठ पर लिखा ह ै
‘Dear Zoo’ (प्यारे चिड़ियाघर) । शिक्षिका रिनी बच्चों का ध्यान मखुपषृ्ठ की 
ओर ले जाती हैं, जहाँ एक बड़े बक्से में बन्द बब्बर शरे कुछ-कुछ दिख रहा ह ै। 
किताब के शीर्षक और चित्र पर कुछ दरे बात करने के बाद रिनी पन्ना उठाकर 
पहले पेज पर आती हैं, और पढ़ती हैं, “मैंने चिड़ियाघर को लिखा था कि मझु े
एक पालत ूजानवर भजेें ।” इस पषृ्ठ के ज़्यादातर हिस्से पर बड़ा-सा बक्सा बना 
ह,ै जिस पर लिखा ह,ै ‘बहुत भारी!’ बच्चे अन्दाज़ा लगाने की कोशिश करते हैं 
कि कौन-सा भारी जानवर पालत ूपश ुकी तरह पाला जा सकता ह ै। कुछ कहते 
हैं हाथी, तो कुछ हिप्पो! रिनी पन्ना पलटती हैं – ये तो हाथी ह!ै वे आगे पढ़ती 
हैं, “उन्होंने मझु ेएक... हाथी भजे दिया! वह बहुत-ही बड़ा था! मैंने उसे वापस 
भजे दिया ।” रिनी ऐसे सवाल पछूती हैं जो बच्चों को सोचने का मौक़ा दतेे हैं 
– हम हाथी को कहाँ रखेंगे? वो क्या खाएगा? और कहानी आगे बढ़ती जाती 
ह.ै.. इसके बाद के पन्नों की तस्वीरें कुछ और जानवरों का कुछ-कुछ हिस्सा 
दिखाती हैं – जिराफ़, बब्बर शरे, ऊँट, साँप, बन्दर, मेंढक, और आख़िरकार कुत्ते 
का पिल्ला! रिनी हर बार या तो ख़दु पन्ना पलटती हैं या किसी बच्चे को पन्ना पलटने को कहती हैं । कुछ बच्चे पिल्ले को 
पालत ूके तौर पर रखने को राज़ी नहीं हैं – बन्दर पालने में ज़्यादा मज़ा आएगा, ह ैना!

किताब पढ़ने के बाद, रिनी ने बड़ी किताब का इस्तेमाल कई अन्य गतिविधियों के लिए किया, जैसे बच्चों से इस बारे में बात की 
कि वे कौन-से पालत ूजानवर को अपने लिए रखना चाहेंगे; उन्हें जानवरों की और कहानियाँ सनुाई;ं जानवरों के मखुौटे बनवाए 
और उनके रोल-प्ले करवाए; और बच्चों से चिड़ियाघर को चिट्ठी लिखवाई जिसमें उन्होंने अपने लिए एक पालत ूजानवर पाने 
का अनरुोध किया ।

जैसा कि ऊपर बताया गया ह,ै रिनी बच्चों में साक्षरता के कौशल का विकास करने के लिए, उन्हें साथ-साथ पढ़ने के अनभुव 
दनेे के लिए अपने क्लासरूम में अकसर बड़ी किताबों का इस्तेमाल करती हैं । लेकिन आजकल वे कहानियों के ऐसे स्रोतों 
की तलाश भी कर रही हैं, जिनसे अन्य विषयों में उनका शिक्षण समदृ्ध हो सके । एक रोज़ उन्हें कहानी की एक और किताब 
मिली – ‘What would you like to drink?’ इसे आनन्द जनार्दन ने लिखा ह ैऔर चित्रांकन आयशा पंजाबी ने किया ह ै
(Janardhan, 2021) (2) । (यह हिन्दी में ‘आप क्या पिएगँे?’ नाम से उपलब्ध ह ै। इसका हिन्दी अनवुाद डॉ. अमरदीप ने 
किया ह ै।) यह कहानी तारा नाम की छोटी बच्ची के बारे में 
ह ै। उसके घर पर जन्मदिन की पार्टी ह,ै जिसमें 15 से ज़्यादा 
महेमान आए हैं । वे सब क्या-क्या पीना चाहते हैं, यह याद 
रखने में तारा अपने दादाजी की मदद करती ह ै। इस कहानी में 
किसी रोज़मर्रा की समस्या के सन्दर्भ में डेटा इकट्ठा करने और 
व्यवस्थित करने की अवधारणा निहित ह ै। रिनी इस कहानी 
को पढ़ती हैं, और उन्हें अपनी गणित की कक्षा के लिए एक 
शानदार ख़्याल आता ह!ै
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कक्षा का शब्दचित्र-2

रिनी ने इस कहानी का प्रिंटआउट बड़े फ़ाँट में ए-3 आकार के काग़ज़ पर लिया, और इसका इस्तेमाल बड़ी किताब की 
तरह करना तय किया । वे इस बड़ी किताब को व्हाइटबोर्ड के स्टैण्ड पर लगाती हैं, और उसके अलग-अलग हिस्सों की 
ओर इशारे के लिए लकड़ी के रूलर का इस्तेमाल करती हैं । वे बड़ी किताब का इस्तेमाल करते हुए साथ-साथ पढ़ने का सत्र 
संचालित करती हैं, जिसमें वे बच्चों की गणितीय सोच को जगाने के लिए सवाल पछूती हैं । जब दादाजी हर पेय की मात्रा 
(गिलासों की संख्या) को लेकर उलझन में होते हैं, तो तारा उनकी मदद करती ह ै। रिनी पछूती हैं, “आपको क्या लगता ह ैकि 
तारा किस तरह से दादाजी की मदद करेगी?” कुछ बच्चों ने कहा, “तारा बारी-बारी से हर पेय का नाम लेगी और महेमानों 
से अपनी-अपनी पसन्द के पेय के लिए हाथ खड़ा करने को कहगेी । वह उठे हुए हाथों की गिनती करके अपने दादाजी को 
बता दगेी ।” एक बच्चे ने कहा, “तारा महेमानों से अपनी पसन्द के पेय के अनसुार कमरे के अलग-अलग कोनों में खड़ा होने 
को कहगेी ।” एक अन्य बच्चे का जवाब ज़रा अलग था, “रैस्टोरैण्ट में खाना परोसने वालों की तरह तारा एक-एक महेमान 
से उनके पेय का ऑर्डर ले सकती ह ै।” इतनी तरह के जवाब पाकर रिनी बहुत ख़शु हैं! ये जवाब बताते हैं कि उनकी कक्षा 
के बहुत–से बच्चे डेटा प्रबन्धन की तकनीकों के औपचारिक परिचय के लिए तैयार हैं । फिर रिनी अगले दो पन्ने पलटती 
हैं । कहानी को आगे पढ़ने से पहले, वे बच्चों से कहती हैं कि तस्वीरों को दखेकर बताए ँकि समस्या को हल करने का तारा 
का तरीक़ा क्या था । रिनी की मदद से बच्चे इस नतीजे की ओर बढ़ते हैं कि पहले तारा काग़ज़ पर टेबल के एक कॉलम 
में अलग-अलग पेय की सचूी बनाती ह,ै जैसे चाय, कॉफ़ी, जसू और दधू । फिर वह हर महेमान से उनकी पसन्द पछूकर 
उन्हें टेबल के अगले कॉलम में भरती जाती ह ै। अब, कहानी को ख़त्म करके रिनी पछूती हैं, “तारा ने जो रास्ता निकाला, 
उसके बारे में आप लोग क्या सोचते हो? आप जो सझुा रह ेथे, उससे यह कितना अलग ह?ै आपके और तारा के तरीक़ों में 
क्या-क्या एक जैसा ह?ै क्या आपको लगता ह ैकि हम अपनी ज़िन्दगी में ऐसी ही जिन अन्य दिक़्क़तों का सामना करते हैं, 
उन्हें हल करने में यह तरीक़ा काम आ सकता ह?ै” बाद में, रिनी बच्चों से तालिका को दखेकर, अलग-अलग पेय के बारे 
में महेमानों की पसन्द पर अपनी राय बताने को भी कहती हैं । उदाहरण के लिए, यह अनमुान लगाना/आकलन करना कि 
कौन-सा पेय सबसे ज़्यादा पसन्द किया गया, कौन-सा सबसे कम माँगा गया, और दादाजी को इन पेय को बनाने में किन 
सामग्रियों की सबसे ज़्यादा ज़रूरत होगी आदि ।

रिनी अपनी कक्षा में जो फ़ॉलोअप गतिविधियाँ करती हैं, वे इस प्रकार हैं : 

•	 रिनी पछूती हैं, “अगर हम लोग कक्षा में पार्टी करें, तो आप लोग किस-किस तरह के पेय पीना पसन्द करेंगे?” बच्चों के 
जवाबों से छाछ, बेल का शर्बत, चाय और नीब-ूपानी निकलकर आते हैं, जो कि ज़्यादातर स्थानीय रूप से भी पिए जाते हैं ।

•	 हर पेय की मात्रा (गिलासों की संख्या) तय करने के लिए रिनी पछूती हैं कि क्या बच्चे वैसी ही तालिका बनाना चाहेंगे, 
जैसी तारा ने अपने दादाजी की मदद करने के लिए बनाई थी । सबसे पहले रिनी चार पेय के नाम लिखती हैं । वे कौशल नाम 
के बच्चे को आगे बलुाकर तालिका भरने के लिए कहती हैं । कौशल उसी तरह हर बच्चे से उसकी पसन्द का पेय पछूकर 
तालिका में एक-एक करके निशान लगाता जाता ह,ै जिस तरह कहानी की किताब में तारा ने किया था । इसके नतीजतन 
चार्ट-1 तैयार हुआ :

छाछ बेल का शर्बत चाय नीबू पानी
✔✔
✔✔
✔✔
✔✔

✔✔
✔✔
✔✔

✔✔
✔

✔✔
✔✔
✔✔
✔✔
✔✔
✔

8 6 3 11

चार्ट-1: रिनी की कक्षा के बच्चों की पेय पदार्थों की पसन्द को दर्ज करने वाली तालिका । 
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•	 इसके बाद रिनी और बच्चे अपनी ख़दु की बड़ी किताब बनाना तय करते हैं । वे सालगिरह की पार्टी की जगह कक्षा की पार्टी 
रखते हैं, और उसमें अपने पसन्दीदा पेय रखते हैं । तो कहानी शरुू होती ह,ै “एक बार की बात ह ै– राजस्थान के सिरोही ज़िले 
के पोसालिया क़स्बे में, चौथी कक्षा के 27 बच्चों ने एक पार्टी रखना तय किया...” रिनी बड़ी किताब को रीडिग कॉर्नर में 
रख दतेी हैं और दखेती हैं कि बच्चे किताब के पास जमा होते हैं और उसे छोटे-छोटे समहूों में पढ़ते हैं । 

•	 इस अनभुव के बाद, रिनी ने वादा किया कि आने वाले शनिवार को कक्षा पार्टी होगी, जहाँ सब मिलकर हर एक का पसन्दीदा 
पेय तैयार करेंगे और परोसेंगे!

आने वाले दिनों में रिनी इस ग्रेड स्तर के लिए, पाठ्यचर्या की अपेक्षा के मतुाबिक़, बच्चों के डेटा प्रबन्धन के कौशलों का और 
विकास करने के लिए पाठ्यपसु्तक (एनसीईआरटी की गणित की पाठ्यपसु्तक, कक्षा 2, अध्याय 11: आकँड़ों के साथ कार्य) 
(एनसीईआरटी, 2023) (9) में दिए गए प्रसंगों का इस्तेमाल करती हैं । पहले, वे चित्रों को ध्यान से दखेने और उनका वर्णन करके 
विभिन्न प्रसंगों को समझने में बच्चों की मदद करती हैं । इसके बाद, बच्चे दी गई श्रेणियों, जैसे पसन्दीदा रंग, फलों और वाहनों 
के प्रकार आदि के लिए डेटा को गिनते हैं और इकट्ठा करते हैं । वे जो पाते हैं, उसे तालिका के रूप में दर्ज करते हैं, और सरल 
चित्रलेखों [pictographs] में दर्शाते हैं और चित्रलेखों को दखेते हुए अपने निष्कर्षों पर चर्चा करते हैं ।

चित्र-4 : स्रोत : एनसीईआरटी की गणित की पाठ्यपसु्तक, कक्षा 2, अध्याय 11: आकँड़ों के साथ कार्य, पषृ्ठ 125-126 (एनसीईआरटी, 2023) (9)

इसके बाद, रिनी बच्चों को एक काम सौंपकर अपनी कक्षा में डेटा प्रबन्धन के विषय को समटेती हैं, जिसमें बच्चों ने पेय पदार्थों 
की जो तालिका पहले बनाई थी, उसका चित्रलेख उन्हें बनाना था । बच्चों ने जो चित्रलेख बनाया, वह सामने के पेज पर दिया गया 
ह ै। बच्चों ने इसे बड़ी किताब में जोड़ दिया ।

 
125

लित्र के लिषर में ििा्य करें और तालिका भरें।

बच्चों की संख्यासककू ल आने कया तरीकया

8
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126

तालिका पल़ि ए और िार्य में लिलभन्न तरीकों से सकूि आने िािे छात्रों की  
सखंरा दरा्यने के लिए िेहरे  बनाइए। (  = 1 लरक्ा्थी)

िार्य को देखो और ररक्त स्ानों को भरो।

क. अधिकतर बच्च े_______ से सककू ल आते हैं। 

ख. सककू ल में सबसे कम बच्च े_______ से आते हैं। 

ग. बस से सककू ल आने वयाले बच्चों की संख्या ऑटो-ररक्या से सककू ल आने वयाले 
छयात्रों से _______ (अधिक/ कम) ह।ै 

घ. मोटरसयाइधकल से सककू ल आने वयाले बच्चों की संख्या सयाइधकल से सककू ल आने 
वयाले बच्चों से _______ (अधिक/ कम) ह।ै 

ङ. _______ से सककू ल आने वयाले बच्चों की संख्या _______ से सककू ल आने 
वयाले छयात्रों से कम ह।ै 

्च. _______ से सककू ल आने वयाले बच्चों की संख्या _______ से सककू ल आने 
वयाले छयात्रों से अधिक ह।ै

बच
ि

ों क
ी स

खंर
ा

               पैदल             ऑटो-ररक्या             बस           मोटरसयाइधकल     सयाइधकल
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🥛

🥛

🥛

🥛 🥛

🥛 🥛

🥛 🥛 🥛

🥛 🥛 🥛

🥛 🥛 🥛

🥛 🥛 🥛 🥛

🥛 🥛 🥛 🥛

🥛 🥛 🥛 🥛

छाछ बेल का शर्बत चाय नीबू पानी 

चार्ट-2 : चार्ट-1 के आधार पर, रिनी की कक्षा के बच्चों की पेय पदार्थों की पसन्द को दर्शाता चित्रलेख ।

गणित सिखाने में बड़ी किताब का इस्तेमाल

रिनी का यह अनभुव गणित की किसी अवधारणा से बच्चों का परिचय कराने के लिए पढ़ने के अन्तरंग और सहभागी अनभुव 
का उदाहरण ह ै। हालाँकि, आमतौर पर भाषा और साक्षरता के विकास के लिए तो ऐसे अनभुवों की अनशुसंा की जाती है1, 
लेकिन छोटे बच्चों के लिए गणितीय अवधारणाओ ंको तकुान्त बाल कविताओ ंऔर कहानियों जैसे कथात्मक वर्णनों में पिरोने 
को लेकर स्वीकृति और अमल बढ़ रहा ह ै(एनसीएफ़–एफ़एस-2022, पषृ्ठ 141) (7) । ऐसे एकीकृत दृष्टिकोण जटिल गणितीय 
विकास की अवधारणात्मक समझ में मददगार होते हैं और उसे विस्तार दतेे हैं । ऐसा इसलिए ह ैक्योंकि जाने-पहचाने सन्दर्भों की 
वजह से बच्चे गणित को समझने के लिए अपने परू्व-ज्ञान का इस्तेमाल कर पाते हैं । गणित और साहित्य को साथ मिलाने से नई 
शब्दावली गढ़ने के अवसर बनते हैं । इससे अमरू्त अवधारणाओ ंको एक-दसूरे से जोड़ा जा सकता ह ै। साथ ही, यह भी दिखाने 
का मौक़ा मिलता ह ैकि कैसे परूी पाठ्यचर्या में गणित का इस्तेमाल किया जा सकता ह ै(Koellner et al , 2009) (4) । हमने 
दखेा कि रिनी के बच्चों ने तारा के दादाजी के लिए तरह-तरह के समाधान सझुाए । ऐसा इसलिए हुआ क्योंकि यह समस्या उनके 
जाने-पहचाने सन्दर्भों से जड़ुी थी, और वे उसको सलुझाने में परेू मन से लग गए थे । यह पाया गया ह ैकि छोटे बच्चों को मौक़ा 
दिया जाए तो वे अपने डेटा को प्रदर्शित करने के विविध तरीक़े अपनाते हैं – जैसे चित्रकारी/ख़ाके बनाना, सरल चित्रलेख और 
बार ग्राफ़ बनाना, स्टिकी नोट्स से ब्लॉक चार्ट बनाना इत्यादि (English, 2013) (5) । यहाँ, एक सामान्य-सी सरल कहानी के 
इस्तेमाल ने रिनी के बच्चों को ऐसा ही मौक़ा द ेदिया ।

बच्चों के साहित्य के प्रकाशकों पर सरसरी नज़र डालने पर मालमू होता ह ैकि बाज़ार में ऐसी कहानियों की किताबों की बाढ़ 
आ गई ह ै जिनमें साफ़तौर पर गणितीय अवधारणाए ँ पिरोई हुई हैं । आमतौर पर इन्हें ‘स्टैम’ बकु्स (STEM – Science–
Technology–Engineering–Mathematics [विज्ञान–प्रौद्योगिकी–अभियांत्रिकी–गणित पसु्तकें ]) कहा जाता ह ै। शरुुआती 
सालों में, उनके कथानक में आमतौर पर पर्यावरणीय अध्ययन (EVS) और गणित से जड़ुी अवधारणाए ँपिरोई हुई होती थीं – जैसे 
कि पेड़-पौध,े स्वास्थ्य और स्वच्छता, पश-ुपक्षी, गणितीय संक्रियाए,ँ आकृतियाँ और वस्तुए,ँ मापन, समय इत्यादि । भारत में 
बाल-साहित्य के लोकप्रिय प्रकाशकों की पसु्तकों के कुछ उदाहरण आगे दिए गए हैं ।

1	 उदाहरण के लिए, बच्चों में कहानियों के लिए रुचि विकसित करना, छपी हुई सामग्री से परिचय बढ़ाना, पढ़ने के तरह-तरह के तरीक़े सामने  
रखना, शब्द-भण्डार को बढ़ाना, और पढ़ने के शरुुआती कौशलों का विकास करना, जिनमें शब्दों की पहचान और ध्वनियों व अक्षरों में रिश्ते बनाना 
शामिल ह ै।
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How Do we weigh Appukuttan
प्रकाशक : एकलव्य 
लेखक : इन्दु हरिकुमार
चित्रांकन : इन्दु हरिकुमार
शामिल अवधारणाए ँ: वज़न (मानक व अमानक इकाइयाँ)
(‘अप्पुकट्टन को कैसे तौलें’ नाम से हिन्दी में उपलब्ध ह ै।)

How Many
प्रकाशक : प्रथम बकु्स
लेखक : सदुशेना शोम घोष
चित्रांकन : शायन मखुर्जी
शामिल अवधारणाए ँ: गिनती
(‘बोलो कितने’ नाम से हिन्दी में उपलब्ध ह ै।) 

जादुई बीज (Anno’s Magic Seed)
प्रकाशक : भारत ज्ञान विज्ञान समिति
लेखक : मित्सुमासा ऐनो
हिन्दी अनवुाद : अरविन्द गपु्ता
शामिल अवधारणाए ँ: जोड़, गणुा तथा उच्च कक्षाओ ंमें अकंगणित और ज्यामितीय 
की अवधारणाए ँ

Find the Half Circle
प्रकाशक : नेशनल बकु ट्रस्ट
लेखक : बद्री नारायण
शामिल अवधारणाए ँ: आकृतियाँ (अर्ध-वतृ्त)

एक में दो (Two In One)
प्रकाशक : स्कोलास्टिक
लेखक : गलुज़ार
चित्रांकन : अजंना गहुा ठाकुरता
शामिल अवधारणाए ँ: गिनती
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When Will Amma Be Back
प्रकाशक : प्रथम बकु्स
लेखक : प्रतिभा स्वामीनाथन
चित्रांकन : अलंकृता अमाया
शामिल अवधारणाए ँ: मापन (समय)

Keshav’s Kolam 
प्रकाशक : करडी टेल्स
लेखक : शोभा विश्वनाथ
चित्रांकन : लीज़ा जॉन
शामिल अवधारणाए ँ: पैटर्न, सममिति (Symmetry)

Mina Makes A Dash
प्रकाशक : प्रथम बकु्स
लेखक : अजंली अलप्पट
चित्रांकन : योगी चन्द्रशखेरन
शामिल अवधारणाए ँ: मापन (लम्बाई)

Gola Gola
प्रकाशक : प्रथम बकु्स
लेखक : अथैया अशोक कुमार
चित्रांकन : अथैया अशोक कुमार
शामिल अवधारणाए ँ: वेन डायग्राम

The Animal Plot
प्रकाशक : प्रथम बकु्स
लेखक : लोकेश खोड़के
चित्रांकन : लोकेश खोड़के
शामिल अवधारणाए ँ: बार ग्राफ़

चित्र-5 : भारत में बाल-साहित्य के कुछ नमनेू ।
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बच्चों का ऐसा साहित्य शिक्षकों के लिए बेहतरीन संसाधन साबित हो सकता ह ै। इसे वे अपनी गणित की कक्षा में तरह-तरह 
से शामिल कर सकते हैं । इसके साथ ही, शिक्षक ग़ैर-स्टैम [non-STEM] बाल–साहित्य में गणितीय विचारों को जोड़ते हुए 
बच्चों के साथ काम करने की सम्भावना भी तलाश सकते हैं । उदाहरण के लिए, शिक्षक अपनी कल्पनाशक्ति का इस्तेमाल 
करके, पीढ़ी-दर-पीढ़ी सनुी-सनुाई जा रही कहानियों, जैसे ‘जैक एण्ड द बीनस्टॉक’ या ‘द मकंी एण्ड द कैपसैलर (टोपीवाला 
और बन्दर)’, को गणित के नज़रिए से अपना सकते हैं । वे इनके ज़रिए गिनती, जोड़ना, घटाना, मापन, तलुना जैसी विभिन्न 
अवधारणाए ँसिखा सकते हैं । एनसीईआरटी की गणित की नई पाठ्यपसु्तकों में भी गणितीय कहानियाँ बनाने के काफ़ी प्रसंग 
हैं । कहानियों का इस्तेमाल बच्चों को समस्या समाधान के कौशल विकसित करने का सहज अवसर भी दतेा ह,ै जो गणित की 
कक्षा में शिक्षण का एक महत्त्वपरू्ण लक्ष्य भी ह ै(एनसीएफ़-एसई-2023, पषृ्ठ 269 (8) ।

डेटा का प्रबन्धन

बनुियादी चरण में, संख्या और उसके सम्बन्ध, गणित की बनुियादी संक्रियाए,ँ आकृतियाँ और स्थानगत समझ, पैटर्न, और मापन 
के साथ ही डेटा प्रबन्धन गणित के अधिगम का प्रमखु घटक या क्षेत्र ह ै। आज की दनुिया में, हर ओर से बड़ी तादाद में डेटा 
की लगातार बरसात हो रही ह ै। ऐसे में, जीवन के लगभग हर क्षेत्र में बार ग्राफ़, पाई चार्ट [pie graph] इत्यादि जानकारियों के 
आदान-प्रदान के आम तरीक़े बन गए हैं । अतः डेटा प्रबन्धन की अच्छी समझ होना बच्चों की गणितीय शिक्षा का महत्त्वपरू्ण 
घटक ह ै(Shirali, 2016) (10) । ‘बनुियादी चरण के लिए राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा’ (एनसीएफ़-एफ़एस-2022) में डेटा 
प्रबन्धन को ‘डेटा का संग्रह करने के बारे में समझना, उसे एकत्र करना और उसका विश्लेषण करना’ के रूप में परिभाषित किया 
गया ह ै(एनसीएफ़-एफ़एस-2022, पषृ्ठ 121) (7) । इस रूपरेखा के अनसुार, बनुियादी चरण में डेटा के प्रबन्धन के तहत दी गई 
चीज़ों को समहूों में छाँटना, वर्गीकृत करना और उन्हें गिनना शामिल ह ै(एनसीएफ़-एफ़एस-2022, पषृ्ठ 333) (7) । 

स्कू ल से इतर वास्तविक जीवन के सन्दर्भों में, बच्चे स्वाभाविक रूप से चीज़ों का समहूीकरण और गिनती करते हैं, जैसे कि अपने 
खिलौनों से खलेते वक़्त, खाने की मज़े लगाते और समटेते हुए । वे जब पहली बार स्कू ल के औपचारिक दायरे में दाख़िल होते 
हैं, तो उनके ये अनभुव विस्तार पाते हैं – हाज़िरी का समय, अपने लिए खले का चनुाव करना, किसी प्रतियोगिता में शामिल 
होना या उसे दखेना ऐसे ही कुछ अवसर हैं ।

जब बच्चे शरुुआती बाल्यावस्था में वास्तविक अनभुवों के ज़रिए छाँटने और वर्गीकरण करने के कौशल विकसित करते हैं, तब 
उन्हें चित्रलेख और ब्लॉक चार्ट का इस्तेमाल करके इस डेटा को प्रदर्शित करना सिखाने में मदद की जानी चाहिए । ऐसे अनभुव 
बच्चों को अपने आस-पास अलग-अलग पैटर्न पर ध्यान दनेे और ऐसे कौशल विकसित करने में मददगार होते हैं, जिन्हें वे स्कू ली 
शिक्षा के आगे के चरणों में डेटा प्रबन्धन के लिए इस्तेमाल कर सकते हैं । उदाहरण के लिए, आरम्भिक चरण में, डेटा का संग्रह, 
उसे व्यवस्थित करना और उसे दर्शाना, तलुनात्मक रूप से अधिक अमरू्त रूप ले लेता ह ै– जैसे कि टैली चिह्न [tally marks], 
ग्राफ़ बार, पाई चार्ट बनाना । इसके साथ ही, इस चरण में ऐसे प्रस्तुतिकरणों को पढ़ने, उनके अर्थ को समझने तथा उनसे नतीजे 
निकालने की क्षमता का विकास होता ह ै(Shirali, 2016) (10) ।

डेटा प्रबन्धन के बारे में बच्चों की समझ में कमियाँ

जैसे-जैसे बच्चे बड़े होते हैं, और बनुियादी चरण से आरम्भिक चरण और उससे आगे बढ़ते हैं, वैसे-वैसे उन्हें गणित के साथ 
ज़्यादा अमरू्त रूपों में काम करना पड़ता ह ै। अफ़सोस की बात ह ैकि आरम्भिक गणित में डेटा का प्रबन्धन उपेक्षित क्षेत्र ह ै। अगर 
शरुुआती सालों में बच्चों ने ठोस रूपों में जानकारियों को छाँटने और उनका वर्गीकरण करने का अभ्यास नहीं किया ह,ै तो उनके 
लिए तालिका, चार्ट और ग्राफ़ के रूप में अमरू्त डेटा के साथ काम करना ज़्यादा मशु्किल हो जाता ह ै। जैसे हो सकता ह ैकि ऐसा 
कोई बच्चा, कक्षा 4 का विद्यार्थी होने के बावजदू सामने के पषृ्ठ पर दिए गए चार्ट-3 के चित्रलेखों को दखेकर निम्नलिखित बातों 
को समझने में मशु्किलों का सामना करे–

•• चित्रलेख का हर हिस्सा किसका प्रतिनिधित्व करता ह ै(जैसे प्रत्येक हरा त्रिकोण 3 बच्चों का प्रतिनिधित्व करता ह)ै, चार्ट 
का शीर्षक और डेटा के बारे में अन्य लेबल ।

•• कि इस चार्ट को दखेकर, हर काम में लगे बच्चों की संख्या और बच्चों की कुल संख्या की गणना की जा सकती ह ै।

•• यह कि ‘ज़्यादा’, ‘कम’ और ‘किसी के बराबर’ को इस चार्ट के ज़रिए जाना जा सकता ह ै। उदाहरणस्वरूप, सबसे ज़्यादा 
बच्चे कौन-सा काम कर रह ेहैं?
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•• कि ये सारी जानकारी इस एक चार्ट में ही दिखाई जा सकती ह ै।

•• कि ये सारी जानकारी उनकी रोज़मर्रा की ज़िन्दगी से जड़ुी हुई ह,ै और वे ख़दु भी अपने आस-पास से इस तरह का डेटा इकट्ठा 
कर सकते हैं और इस प्रकार दिखा सकते हैं ।

bdV~Bs 

चार्ट–3 : नाटक के लिए किसी कक्षा के बच्चों द्वारा किए जा रह े 
अलग-अलग कामों को दर्शाता चित्रलेख ।

स्रोत : एनसीईआरटी की गणित की पाठ्यपसु्तक; कक्षा 4, अध्याय 14: स्मार्ट चार्ट, हिन्दी पषृ्ठ 167, (एनसीईआरटी, 2007/2024) ।

जैसे-जैसे बच्चे ऊँची कक्षाओ ंमें जाते हैं, डेटा ज़्यादा जटिल तरीक़ों से पेश किया जाने लगता ह ै। डेटा को टैली मार्क्स (मिलान 
चिह्नों), बार ग्राफ़, पाई चार्ट आदि का उपयोग करके प्रस्तुत किया जाता ह ै। बच्चे मिलान चिह्नों का पाँच के समचु्चयों में ग़लत 
तरह से समहू बना सकते हैं, वे पैमाने के इस्तेमाल में अस्पष्टता के कारण ग्राफ़ की ग़लत व्याख्या कर सकते हैं, या भिन्नों को 
समझने में मशु्किल की वजह से पाई चार्ट की ग़लत व्याख्या कर सकते हैं ।

सारांश 
डेटा प्रबन्धन के बारे में ग़लतफहमियों के कारण लगभग वैसे ही हैं जैसे कि अन्य गणितीय अवधारणाओ ंके मामले में हैं– 
पाठ्यपसु्तकों में विषयवस्तु को किस क्रम में रखा गया ह ैऔर किस तरह से पेश किया गया ह;ै इसके साथ ही शिक्षकों की 
शिक्षणशास्त्रीय कमियाँ हैं जिनकी वजह से बच्चों को वास्तविक और अर्थपरू्ण स्थितियों में डेटा का संग्रह करने, छाँटने और 
दर्शाने का व्यावहारिक अनभुव ज़्यादा नहीं मिल पाता ह ै। बाल-साहित्य का उपयोग क्लासरूम में गणितीय अवधारणाओ ंको 
विकसित करने और अमल में लाने के लिए ऐसे अर्थपरू्ण प्रसंग उपलब्ध करवाने में मददगार हो सकता ह,ै जो बच्चों के लिए 
मायने रखते हों । ख़ासतौर पर बड़ी किताबों की बात करें, तो ये नन्हें शिक्षार्थियों के साथ काम के लिए उनके विकास के अनरुूप 
उपयकु्त साधन हैं – उनके बड़े और दखेने में आकर्षक पन्ने डेटा प्रबन्धन की अवधारणाओ ंको प्रभावी रूप से दर्शाते हैं, और 
सीखने की प्रक्रिया को आपसी बातचीत और क्रियाओ ंके साथ सगुम बनाते हैं । जब शिक्षक मौजदूा कहानी की किताबों से बड़ी 
किताबें बनाते हैं, या बच्चों से बातचीत करते हुए और कहानियों पर उनके साथ मिलकर बड़ी किताबें बनाते हैं, तो इससे शिक्षण 
के लिहाज़ से समदृ्ध और प्रासंगिक सन्दर्भ निकलकर आते हैं । ऐसे सन्दर्भ गणित के शिक्षण तक ही सीमित नहीं होते हैं, बल्कि 
भाषा और अन्य विषयों, जैसे ‘हमारे आस-पास की दनुिया’ (पर्यावरण अध्ययन) {The World Around Us (EVS)}, के 
लिए भी हमें ज़रूरी सन्दर्भ मिलते हैं । बच्चे भी अपने फ़ु रसत के समय में बड़ी किताबों को बार-बार पढ़ना पसन्द करते हैं, जो 
पढ़ने में उनकी दिलचस्पी बढ़ाने और उन्हें उत्कट पाठक बनाने के उद्देश्य को परूा करता ह ै(कार्गस–बोन, 1992) (3) ।

References:
1.	 Didi’s Knowledge (English), written by Rachita Udaykumar, illustrated by Kaveri Gopalakrishnan, published by 

Pratham Books (© Pratham Books, 2015) under a CC BY 4.0 license on StoryWeaver. Read, create and translate 
stories for free on www.storyweaver.org.in

http://www.storyweaver.org.in
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क्या इस सवाल का केवल एक ही सही उत्तर ह?ै 

यह उन विद्यार थ्ियों के लिए भी एक बेहतरीन खोज-बीन का सवाल ह ै
जिन्होंने आयतन की अवधारणा नहीं पढ़ी ह ै। वास्तव में, ऐसे विद्यार थ्ियों 
से ही बेहतर जवाब मिल सकते हैं । इटंरलॉकिग क्यूब्स के साथ दी गई 
जानकारी के आधार पर मॉडल बनाए ँ और अपनी रचनात्मकता दिखाए!ँ  
अपने हल हमें AtRightAngles.editor@apu.edu.in पर भजेें ।

ट्रक में कितने (घन) गुटके हैं? 

पता लगाएँ!
यह सवाल हमारे व्हाट्सएप ग्रुप पर आया था ।
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सर्दी का एक दिन था । सभी विद्यार्थी प्रार्थना सभा के लिए मदैान में इकट्ठा हो 
चकेु थे । हवा में घलेु हुए राष्ट्रगान के मधरु सरु और अन्य जोशीले राग सीखने 
के लिए दिन का माहौल शानदार बना रह ेथे । जैसे ही संगीत के अन्तिम स्वर 
मद्धम पड़े, शिक्षक ने पछूा, “14 का पहाड़ा कौन सनुाएगा?” कुछ विद्यार थ्ियों 
ने अपने हाथ उठा दिए, जबकि कुछ दसूरों के पीछे छिपने लगे । “चलो कक्षा-3 
से शरुू करते हैं, आर्यन तमु बताओ कि चौदह-सत्ते (14×7) कितने होते हैं?” 
आर्यन थोड़ा घबराया हुआ नज़र आया और कोशिश करने के बावजदू भी वह 
याद नहीं कर सका कि 14×7 कितना होगा । 

प्रार्थना सभा के बाद, शिक्षक ने बड़े गर्व से मझु ेबताया कि कैसे उनके कुछ 
विद्यार्थी 30 तक का पहाड़ा सनुा सकते हैं । बाद में, चौथे दर्जे की एक कक्षा 
में एक विद्यार्थी ने दो अकंों वाली संख्या के गणुा को बिना किसी ग़लती के 
हल कर दिया, लेकिन यह पछूने पर कि दसूरे अकं से गणुा करते समय उसने 
‘0’ क्यों लिखा, उसने माना कि उसने तो मात्र निर्देशों का पालन किया । इन दो 
वाकयातों से मझु ेयह स्पष्ट हो गया कि कैसे स्कू ली गणित अकसर रटने और 
सवाल-जवाब की बातचीत तक ही केन्द्रित रहता ह ैऔर संख्याओ ंको समझने 
में निहित आनन्द और रचनात्मकता को दबा दतेा ह ै।

गणितीय विमर्श क्या है?

गणित की कक्षा में होने वाले संवाद को ही गणितीय विमर्श के रूप में जाना जाता 
ह ै। अधिकतर कक्षाओ ंमें अधिकांशतः ‘सधुारात्मक विमर्श’ (correcting 
discourse) ही होता ह,ै जिसमें संवाद केवल विद्यार थ्ियों द्वारा शिक्षकों के 
सवालों के जवाब दनेे और शिक्षकों द्वारा जवाब सही ह ैया ग़लत बताने तक 
ही सीमित रहता ह ै। ‘सही जवाब’ तक पहुचँने के लिए विद्यार थ्ियों द्वारा केवल 
निर्धारित विधि का ही पालन किया जाता ह,ै जिससे विद्यार थ्ियों द्वारा प्रक्रिया 
को समझने की या उसके विश्लेषण की गुंजाइश समाप्त हो जाती ह ै। हालाँकि, 
गणित की शिक्षा के लक्ष्यों का मक़सद तार्कि क सोच विकसित करना, पैटर्न्स 
की व्याख्या करना, अनमुान लगाना, उनका खण्डन करना, परू्वानमुानों को 

की-वर्ड: संचार, अन्वेषण, तर्क , समझ, शिष्टता ।

वि
श

षेगणितीय विमर्श :  
सही जवाबों से आग ेजाना
प्राची एम.
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गणितीय प्रमाण के माध्यम से सिद्ध करना, समस्या का समाधान करना, धाराप्रवाह गणना करना और स्पष्टता एवं सटीकता से 
बात रखना ह ै।
एक अच्छा गणितीय विमर्श तब होता ह ैजब विद्यार्थी अपने विचारों को साझा करते हैं और एक-दसूरे के गणितीय विचारों को 
सनुते हैं, न कि तब जब बातचीत में केवल शिक्षक ही हावी रहता ह ै। यह गणित को और भी अच्छे से समझने में विद्यार थ्ियों की 
मदद करता ह ैक्योंकि वे समस्याओ ंके बारे में सोचने के अलग-अलग तरीक़े जान पाते हैं । यह उन्हें उनके गणितीय कौशलों में 
और ज़्यादा आत्मविश्वासी होने में भी मदद करता ह ैक्योंकि वे गणित की अवधारणाओ ंको समझने और समझाने में बेहतर हो 
जाते हैं । इससे शिक्षकों को भी मदद मिलती ह ैक्योंकि वे यह जान पाते हैं कि विद्यार्थी क्या समझते हैं और क्या नहीं । इससे उन्हें 
पता चल पाता ह ैकि विद्यार्थियों की और भी अच्छे से सीखने में मदद कैसे की जा सकती ह ै। 

गणितीय विमर्श को कक्षा में स्थापित करने का मेरा अनुभव

गणितीय विमर्श को बढ़ावा दनेे का एक प्रयास प्रारम्भिक कक्षाओ ंके साथ संख्या बोध (number sense) पर काम करने के 
दौरान किया गया । हमारी गणित की कक्षा के लिए कुछ नियम और मानदण्ड निर्धारित किए गए थे, जैसे दसूरों की बात सनुना, 
दसूरों की राय का सम्मान करना, अपनी राय के समर्थन में तर्क  दनेा आदि । विमर्श स्थापित करते समय जो मखु्य नियम तय 
किया गया था वह था : केवल सही उत्तर न बताए,ँ बल्कि यह भी बताए ँकि आपने समस्या का समाधान कैसे किया । 
इस प्रक्रिया में जिन दो रणनीतियों का व्यापक रूप से उपयोग किया गया, वे सवाल उठाना और गणितीय सोच समझाना थीं । 
अलग-अलग समय पर अलग-अलग तरीक़ों, जैसे एक-एक बच्चे से (one-to-one) बातचीत, जोड़ियों में काम करना, समहूों 
में काम करना, परूी कक्षा का एक साथ विचार–विमर्श करना आदि का उपयोग किया गया । विद्यार थ्ियों ने अपनी गणितीय सोच 
को व्यक्त करने के लिए विभिन्न प्रतिरूपों (representations) और मॉडलों का भी उपयोग किया ।

कक्षा-1 के विद्यार थ्ियों के साथ काम करते समय, शरुुआत में विद्यार्थी जो सोच रह ेथे उसके बारे में बात करने के लिए उन्हें प्रेरित 
करना कठिन था । शरुुआती चरण में, एक-एक बच्चे से हमारी बातचीत बहुत अच्छी रही । बाद में, सामहूिक कार्य और परूी कक्षा 
के साथ चर्चा के दौरान भी वे बातचीत करने में सक्षम हो गए थे । मैंने ग़ौर किया कि कक्षा-3 के विद्यार थ्ियों में या तो सही उत्तर 
दनेे या फिर निष्क्रिय रूप से सनुने की प्रवतृ्ति थी । इसलिए, मैंने हर बार विद्यार थ्ियों के उत्तर दनेे के बाद उनसे यह पछूना शरुू कर 
दिया, “यह उत्तर कैसे मिला?” शरुू में, मनेै पाया कि विद्यार्थी जो सोच रह ेथे उन्हें उसे व्यक्त करने में कठिनाई हो रही थी और 
इसीलिए वे एक शब्द में ही जवाब द ेरह ेथे । ऐसे मौक़ों पर चर्चा को आगे बढ़ाने के लिए और ज़्यादा सवाल पछूना, जैसे “क्या 
तमु इस क़दम को समझा सकते हो?”, “इससे तमु्हारा क्या मतलब ह?ै” वग़ैरह, सचमचु मददगार रहा । कभी-कभी विद्यार्थी टूटे-
फूटे वाक्यों में जो कहना चाहते थे उसे समझकर व्यवस्थित व परू्ण वाक्य बनाकर उनसे दोबारा यह पछूने से भी कि क्या वे यही 
कहना चाहते थे, बहुत मदद मिली । इससे विद्यार्थी अपने जवाबों की समीक्षा करके उन्हें सधुार सके और अपनी सोच को और 
स्पष्ट कर पाए । कुछ दिनों के अभ्यास के बाद, मैं तब बड़ी आनन्दित हुई जब विद्यार थ्ियों ने अपने सहपाठियों से यह पछूना शरुू 
कर दिया कि उन्हें उनके जवाब “कैसे?” मिले ।

नीच े दिए गए उदाहरणों में, विद्यार थ्ियों के नज़रिए और सोच 
को समझने के लिए जाँच-पड़ताल वाला विमर्श (probing 
discourse) किया गया । इस विमर्श में, जिसका पहले ज़िक्र 
किया गया ह,ै शिक्षक कई तरह के सवाल पछूते हैं । इस प्रकार 
का विमर्श प्रक्रियात्मक प्रवाह (procedural frequency) और 
वैचारिक समझ को प्रोत्साहित करने में मदद करता ह ै। 

एक–एक बच्चे से बातचीत 

कक्षा-1 के साथ जोड़ पर काम करते समय, विद्यार थ्ियों को ऐसे 
अलग-अलग प्रतिरूप (representations) बनाने के लिए कहा 
गया, जो उनके जवाबों को समझाते हों : चित्र-1
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‘ रमेश के बग़ीचे में 5 जामुन के पेड़, 3 आम के पेड़ और 7 अमरूद के पेड़ हैं । बग़ीचे में कुल कितने पेड़ हैं?’

आप जो कर रहे हैं उसे आप कैसे लिख सकते हैं या चित्रित कर सकते हैं?

अनन्या ने समस्या को कैसे दर्शाया इसे चित्र-1 में दिखाया गया है ।

शिक्षक : तमुने कैसे गिना?

अनन्या : मैंने गिना एक, दो, तीन… तेरह, चौदह, पन्द्रह ।

शिक्षक तुरन्त ही समझ गए कि उसने ‘सभी को गिनने’ वाली विधि का प्रयोग किया है ।

इससे हमें यह समझने में मदद मिलती ह ैकि विद्यार्थी सीखने के ठीक किस स्तर पर हैं और यह उन्हें उस स्तर से आगे बढ़ने में 
सहायता करता ह ै। इसके बाद, ऐसे सवालों को हल करने के और ज़्यादा प्रभावी तरीक़ों का उपयोग करने में विद्यार थ्ियों की मदद 
करने के लिए हमने ‘काउंट-ऑन’ विधि (इसमें आप बड़ी संख्या से शरुू करके उसमें छोटी संख्या जोड़ते जाते हैं, जैसे 7 में 4 
जोड़ने के लिए 7 से शरुू करके आगे 4 और गिनते हैं) का उपयोग करते हुए विभिन्न तरीक़ों पर काम किया । 

जोड़ी में काम करते समय सवंाद : 

विद्यार थ्ियों ने अपने जोड़ीदार से इबारती सवाल पछेू, जिसे उन्होंने खदु ही गढ़ा था ।

आर्यन : अगर मरेे पास 30 चॉकलेट्स हैं और उनमें से 6 मैं विराट को द ेदतेा हू,ँ तो मरेे पास कितनी चॉकलेट्स बचेंगी?

हर्ष : 22… (कुछ सोचने के बाद) नहीं, नहीं 24 बचेंगी ।

आर्यन : कैसे?

हर्ष : 6 और 4 हुए 10 । तो अगर मैं उनमें से 6 विराट को द ेदतेा हू,ँ तो मरेे पास 4 बचेंगी । और मरेे पास 30 में से 20 चॉकलेट्स 
हैं, तो मरेे पास होंगी 20 और 4…24 चॉकलेट्स ।

उपरोक्त बातचीत से विद्यार्थी को अपनी सोच को परिष्कृ त करने में और अपनी गणितीय रणनीति को आत्मविश्वास के साथ 
व्यक्त करने में मदद मिली ।

प्रश्न : कौन-सी भिन्न बड़ी है :  
1

7
या 

1

4
 ? 

मझु े लगता ह ै 1

7
बड़ा ह ै

1

4
 से ।

क्योंकि 7 
बड़ा ह ै4 से ।

कैसे?

नहीं, मझु े लगता ह ै
1

4
 बड़ा ह ै

1
7  से ।
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हमें भिन्नों 
1

4
 और 

1

7
 की 

तलुना करनी ह ै।

तो, यदि इस 
काग़ज़ को चॉकलेट मानें और इसे 7 

हिस्सों में बाँटें, तो हरेक हिस्सा 1

7
 होगा । लेकिन यदि हम 

इसी चॉकलेट को 4 हिस्सों में बाँटें, तो हरेक हिस्सा 1

4
 होगा । तो जब  

मैं इसके 7 हिस्से करता हू,ँ तो मझु ेहरेक हिस्से में कम मिलता ह,ै  
बनिस्बत इसके जब मैं इसके 4 हिस्से करता हू ँ।

लेकिन हमें किसकी 
तलुना करनी ह?ै कितने 

हिस्से हैं इसकी या 
हरेक हिस्से के आकार 

(size) की?

हाँ , विशाल क्या तमु और समझा सकते 

हो कि तमु्हें क्यों लगता ह ैकि  
1

4  बड़ा 

ह ै 
1

7
 से?

क्योंकि यदि मैं एक काग़ज़ को 7 हिस्सों में 

काटता हू,ँ तो हरेक हिस्सा 
1

7
 होगा और 

यदि उसी काग़ज़ को 4 हिस्सा में काटता हू,ँ 

तो हरेक हिस्सा  
1

4
बनेगा ।

क्यों?

“हाँ, जब हम इसे 4 हिस्सों में 
काटते हैं, तो हमें कम हिस्से मिलते 
हैं क्योंकि 4, 7 से छोटा ह ै।”

ऐसा विमर्श विद्यार थ्ियों की भ्रान्तियों या ग़लत अवधारणाओ ंको पहचाने में मदद करता ह,ै जो ऐसे विमर्श की अनपुस्थिति 
में अनजानी और अनसलुझी ही रह जाती हैं । यह तार्कि कता विकसित करने, बेहतर समझ विकसित करने और बातचीत में 
आत्मविश्ववास लाने में मदद करता ह ै।
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पूरी कक्षा के साथ चर्चा के दौरान सवंाद : 

1) 

	 चित्र-2

शिक्षक : आपको क्या दिखाई द ेरहा ह?ै (इस अभ्यास के पहले हम संख्याओ ंके ऐसे जोड़े बनाने पर काम कर चकेु थे, जिनका 
योग 10 होता ह ै।)

आश ु: मझु े3 दिख रह ेहैं ।

शिक्षक : हाँ, वहाँ 3 नीले बिन्दु हैं । उसके अलावा क्या दिख रहा ह?ै

सौम्या :  मझु े3+2+5= 10 दिख रहा ह ै।

शिक्षक : कैसे सौम्या? क्या तमु और समझा सकती हो?

सौम्या : क्योंकि यहाँ 3 बिन्दु हैं और यदि हम 2 और जोड़ते हैं तो यह 5 बन जाएगा और बच ेहुए 5 मिलकर 10 बनाएगँे । 

टीचर : हाँ, तो सौम्या कह रही ह ैकि अगर वह 3 और 2 जोड़ेगी तो 5 होगा और दोबारा 5 जोड़ने पर 10 बनेगा । क्या आप 
सभी सहमत हैं?

विद्यार्थी : हाँ

शिक्षक : हम और क्या दखे सकते हैं?

दीपा : इसे हम 10 – 7 = 3 भी कह सकते हैं । 

शिक्षक : क्या आप दीपा की बात से सहमत हैं?

2) कक्षा 3 में, हमने दो अकंों को जोड़ने के लिए विभिन्न रणनीतियों का उपयोग करने पर काम किया । विद्यार थ्ियों से आगे आकर 
सवाल 37+24 को हल करने का अपना तरीक़ा समझाने को कहा गया । 

 चित्र-3

शिक्षक : क्या आप बता सकते हैं कि आपने सवाल को कैसे हल किया?

ऋतिका : मैंने 37 को 30 और 7 लिखा । इसी प्रकार 24 को 20 और 4 लिखा । फिर मैंने 30 और 20 को जोड़ा जो कि 50 हुए, 
ऐसे ही 7 और 4 को भी जोड़ा जो कि 11 हुए । फिर 50 और 11 को जोड़ा जो 61 हुए ।

सरिता : मैंने 37 को 10,10,10 और 7 की तरह दखेा । 24 को 10, 10 और 4 की तरह  
दखेा । इसके बाद मनेै सभी 10 जोड़ लिए जो कि 50 हुए । 7 और 4 हुए 11, इसी तरह  
50 और 11 को जोड़ा जो 61 हुए ।  

विद्यार थ्ियों की 
रणनीति के 

साथ उनके नाम 
का उल्लेख 

करें ।



20 अज़ीम प्रेमजी यनूिवर स्िटी एट राइट एंगल्स, जलुाई 2024

लतिका ने भी सरिता वाली रणनीति का प्रयोग किया ।
शिक्षक : आपको क्या लगता ह ैकौन-सा तरीक़ा सवाल को हल करने का सबसे प्रभावी  
तरीक़ा था?

राहुल : मझु ेलगता ह ैलतिका और सरिता द्वारा उपयोग किया गया 10+10+10+…. 
वाला तरीक़ा प्रभावी तरीक़ा ह ै।

शिक्षक : अच्छा, तो राहुल को लगता ह ैकि ‘10 में तोड़ना’ और फिर जोड़ना प्रभावी 
तरीक़ा ह ै। बाकी लोग क्या सोचते हैं?

सरिता : मझु ेलगता ह ैकि ऋतिका का तरीक़ा ज़्यादा प्रभावी ह ै।

शिक्षक : तमु्हें ऐसा क्यों लगता ह?ै

सरिता : क्योंकि उसने सीध ेही 30 और 20 को जोड़ लिया, फिर 7 और 4 को जोड़ लिया, जो हर बार 10 को जोड़ने से ज़्यादा 
प्रभावी तरीक़ा ह ै।
इस परूी भागीदारी का सबसे अच्छा हिस्सा वह था, जहाँ विद्यार्थी किसी सवाल को हल करने के अलग-अलग तरीक़े खोजने 
और निकालने लगे । उन्होंने सीधा-सपाट जवाब दनेे, जिसे पहले उनकी कक्षा में काफ़ी अहमियत दी जाती थी, के बजाय जवाबों 
के लिए तर्क  दिए । विद्यार थ्ियों ने अपने सहपाठियों की बातों और उन्होंने सवाल को किस तरह से हल किया, को बड़े धरै्य के 
साथ सनुा । यहाँ तक कि लपु्त संख्या (missing number) वाले सवाल को भी यंत्रवत रूप से हल करने की बजाय, विद्यार्थी 
उसके बारे में सोच पा रह ेथे । नीच ेदिया गया चित्र एक विद्यार्थी द्वारा इस्तेमाल की गई लपु्त योज्य वाले एक ही सवाल को हल 
करने की दो विधियों को दर्शाता ह ै। 

कुछ बिन्दु जिन्हें कक्षा में विमर्श को लागू करते समय ध्यान में रखा जाना चाहिए :

1.	 किसी गणितीय विमर्श से समदृ्ध कक्षा को स्थापित करने में समय तो लगता ह,ै लेकिन यह सारी महेनत सार्थक होती ह ै। जब 
सीखने की प्रक्रिया में विद्यार्थी अपनी बात को शामिल होता दखेते हैं, तो यह सीखने को और भी अर्थपरू्ण और आनन्ददायी 
बना दतेा ह ै।

2.	 विमर्श में शामिल न होने वाले विद्यार थ्ियों को पहचानकर उनकी सहायता करने की आवश्यकता होती ह ैक्योंकि शरुुआत 
में विद्यार थ्ियों को यह प्रक्रिया बोझिल लग सकती ह ैऔर उन्हें पर्याप्त प्रोत्साहन और समर्थन की आवश्यकता हो सकती ह ै।

सझुाए गए कुछ सवाल

क्या किसी के पास कोई दसूरी 
तरकीब ह?ै

क्या आपने इसे करने के किसी 
दसूरे तरीक़े के बारे में सोचा?

किसका तरीक़ा आपको 
ज़्यादा  प्रभावी लगा?
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प्राची एम. गणित की एक लगनशील शिक्षिका हैं । उन्होंने अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय से एमए (शिक्षा) किया ह ै। वे 
पिछले 5 सालों से शिक्षा के क्षेत्र में काम कर रहीं हैं और गणित को मज़ेदार और सभी के लिए सहज-सलुभ बनाने के लिए 
प्रयासरत हैं । प्राची से prachimakde5@gmail.com पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

अनुवाद : प्रियेश गपु्ता    पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता   कॉपी एडिटर : शहनाज़

3.	 ऐसी कक्षा संस्कृति  स्थापित करते समय हरेक विद्यार्थी का आकलन करना शरुुआत में कठिन हो सकता ह,ै लेकिन उचित 
योजना के साथ यह आसान हो जाएगा ।

निष्कर्ष :

गणितीय विमर्श गणित सिखाने की टॉप-डाउन (top-down mathematical learning) प्रक्रिया से गणित सिखाने की सार्थक 
प्रक्रिया तक ज़रूरी बदलाव लाने के लिए एक सशक्त साधन ह ै। गणित सिखाने को निष्क्रिय से सक्रिय प्रक्रिया में बदलने के लिए 
कक्षा में गणितीय विमर्श को बढ़ावा दनेा अति आवश्यक ह,ै जिसमें विद्यार्थी अपने सीखने की ज़िम्मेदारी ख़ुद लेते हैं । शिक्षक 
ऐसा माहौल बनाकर जहाँ विद्यार्थी अपने गणितीय विचारों को व्यक्त करने के लिए मलू्यवान, समर थ्ित और सशक्त महससू करें, 
आत्मविश्वासी, तर्क शील ढंग से सोचने और सनुने वालों को पोषित कर सकते हैं । चनुौतियों के बावजदू, गणितीय विमर्श से होने 
वाले फ़ायद ेइसके लिए किए गए प्रयासों से अधिक होते हैं । इसके फलस्वरूप विद्यार्थी सीखने की गतिविधि में ज़्यादा गहराई से 
शामिल हो पाते हैं, ज़्यादा बेहतर समझ हासिल कर पाते हैं और सीखने वाला समदुाय अधिक समावेशी बन पाता ह ै।

References: 
1.	 National Curriculum Framework, 2023. National Curriculum Framework for School Education.

2.	 National Council of Teachers of Mathematics. (2000). Principles and standards for school mathematics.
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ह लेख अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय के एमए एजकेुशन कार्यक्रम 
के तहत अक्टूबर से नवम्बर 2022 के बीच ग्रामीण राजस्थान के 
एक सरकारी स्कू ल में मरेी फ़ील्ड प्रैक्टिस के दौरान पढ़ाने के 

अनभुवों पर आधारित ह ै। फ़ील्ड में हुए अनभुव से मझु ेबच्चों को होने वाली 
कठिनाइयों,विशषेकर गणितीय अवधारणाओ ंमें, को समझने में मदद मिली । 
बच्चे अलग-अलग दिशाओ ंमें खलेु हुए कोणों (angles) को समझने में और 
उन्हें मापने में जिन चनुौतियों का सामना कर रह े थे, मैंने उनका अवलोकन 
किया और उन्हें दरू करने की कोशिश की । वहाँ ठोस सामग्रियों का अभाव था, 
जो ज्यामिति सीखने-सिखाने के लिए बहुत ज़रूरी होती हैं । यहाँ पाठ्यपसु्तकों 
को ही पढ़ाने के एक मात्र संसाधन के तौर पर इस्तेमाल किया जा रहा था । 
इन समस्याओ ंको दरू करने के लिए सीखने-सिखाने के जिन कुछ तरीक़ों को 
आज़माया गया और जिन्हें प्रभावी पाया गया, उनकी चर्चा यहाँ की गई ह ै।

बच्चे ज्यामिति कैसे सीखते हैं?
ज्यामिति के माध्यम से बच्चों में कल्पना करने तथा उन तत्वों को पहचानने की 
शक्ति विकसित होती ह ैजो दिखाई नहीं पड़ते हैं, वस्तुओ ंको गतिशील/परिवर्ती 
रूप में दखेने तथा तथ्यों को पहचानने और विभिन्न ज्यामितीय आकारों के 
बीच सम्बन्धों को समझने की क्षमता विकसित होती ह ै(Johnston-Wilder, 
2005) । पियरे और डीना वैन हीले के सिद्धान्त के अनसुार, बच्चों में 
ज्यामितीय चिन्तन चरण-दर-चरण विकसित होता ह ै(van Hiele, 1986) । 
शरुुआत में बच्चे किसी आकृति को उसके बाहरी रूप से पहचानते हैं, फिर वे 
उन आकृतियों के विशिष्ट गणुों की पहचान करना सीखते हैं । इसके बाद वे इन 
विशिष्ट गणुों के बीच सम्बन्ध स्थापित करते हैं और अतिरिक्त गणुों का अन्दाज़ा 
लगाते हैं । आख़िर में, बच्चे औपचारिक गणितीय तरीक़े से तर्क  करना सीखते 
हैं । तालिका-1 वैन हीले के ज्यामिति सीखने के चरणों के बारे में बताती ह ै।  

की-वर्ड: ज्यामिति, कोण, अवधारणात्मक समझ, गणित के टीएलएम, खले

क
क्

षा म
ें अमरू्त अवधारणाओ ंसे व्यावहारिक 

उपयोग तक : ज्यामिति का एक अनभुव

अरुणी जोसफ़ य
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तालिका-1
चरण नाम वर्णन उदाहरण

1 दृश्य स्तर पर बच्चे बनुियादी आकृतियों को उनके बाहरी 
स्वरूप से पहचानते हैं और उन्हें नाम दतेे हैं । 

इस चरण पर कोई बच्चा किसी आयत को उसके बाहरी 
रूप से पहचानेगा । 

2 विवरणात्मक 
स्तर 

बच्चे बनुियादी आकृतियों की ख़ासियतों को 
पहचानते हैं और उनका वर्णन कर सकते हैं । 

कोई बच्चा किसी आयत को एक ऐसी आकृति के रूप 
में पहचान पाएगा, जिसकी आमने-सामने वाली भजुाए ँ
(opposite sides) बराबर होती हैं और सभी कोण 
समकोण (right angles) होते हैं । 

3 अमूर्त स्तर बच्चे आकृतियों के विशिष्ट गणुों के बीच में 
सम्बन्ध स्थापित करना शरुू कर दतेे हैं । 

एक वर्ग को एक आयत के रूप में दखेा जा सकता ह ै 
क्योंकि इसे अतिरिक्त विशषेताओ ं वाला एक आयत 
माना जा सकता ह ै। 

4 औपचारिक 
निगमन 

बच्चे अपने ख़ुद के प्रमाण बनाते हैं जिसमें 
उनके निष्कर्ष को तार्कि क रूप से सही साबित 
करने वाले कथनों की शृखंला होती ह ै। 

कोई बच्चा यह साबित कर पाएगा कि किसी समानान्तर 
चतरु्भुज (parallelogram) के विकर्ण (diagonal) 
इसे दो सर्वांगसम त्रिभजुों (congruent triangles) 
में  बाँटते हैं और चरणों को तर्क  के साथ प्रमाणित कर 
सकेगा । 

5 सावधानी 
और बारीकी 
से कुछ करना 

विद्यार्थी विभिन्न स्वयंसिद्ध प्रणालियों 
(postulate systems) में प्रमये (theorems) 
स्थापित करते हैं और इन प्रणालियों का 
विश्लेषण/तलुना करते हैं ।

विद्यार्थी साबित कर सकेगा कि किसी चतरु्भुज 
(quadrilateral) को बनाने के लिए आवश्यक और 
पर्याप्त शर्तें क्या होती हैं । 

कोणों को पढ़ाने का मेरा अनुभव 

मैंने सातवीं के 35 बच्चों की एक कक्षा में 40 मिनट के 25 
से ज़्यादा सत्र लिए । यह स्कू ल राजस्थान के सिरोही ज़िले 
के पालड़ी-एम का महात्मा गाँधी सरकारी स्कू ल था । कोणों 
की परिभाषा, उनके प्रकार जैसे कि अधिक कोण, चाँद ेका 
इस्तेमाल करके कोणों को मापना और उन्हें बनाना बच्चों 
को पहले ही सिखाया जा चकुा था । शरुुआती दिनों में मरेे 
ये अवलोकन रह े:

•	 25% बच्चों को विभिन्न दिशाओ ं में खलेु हुए (या 
विभिन्न स्थितियों में रख े हुए) कोणों को समझने में 
कठिनाई हो रही थी । 

•	 70% बच्चों को चाँद े (protractor) का इस्तेमाल 
करके कोणों को मापने में मशु्किल हो रही थी ।

•	 5 बच्चे ऐसे पाए गए, जिन्हें कक्षा में काग़ज़-क़लम का 
काम करने में रुचि नहीं थी । 

•	 बच्चों को कोण पढ़ाने के लिए सीखने-सिखाने की किसी 
सामग्री (टीएलएम) का इस्तेमाल नहीं किया जा रहा था । 

जिन शिक्षाशास्त्रीय पद्धतियों को आज़माया गया 
बच्चे जिन कठिनाइयों का सामना कर रह ेथे, उन्हें दरू करने 

के लिए कुछ शिक्षाशास्त्रीय पद्धतियों का इस्तेमाल किया 
गया । इनमें ठोस सामग्रियों का इस्तेमाल और पाठ्यपसु्तक 
में दी गई गतिविधियों और अभ्यास का विस्तार शामिल 
था । इन तरीक़ों से कोण को दर्शाने, कोण को मापने, कोण 
के यगु्मों जैसे परूक और सम्पूरक कोणों (complementary 
and supplementary angles) और समानान्तर रेखाओ ं
के एक यगु्म को किसी तिर्यक रेखा (transversal) के द्वारा 
काटे जाने पर बनने वाले कोणों के यगु्मों के बारे में प्रभावी 
तरीक़े से सिखाने में मदद मिली । 

(अ)	 सीखने-सिखाने की सामग्रियों (टीएलएम) का 
इस्तेमाल करना 

टीएलएम गणित की अमरू्त अवधारणाओ ं को समझने में 
बच्चों की मदद के लिए कारगर साबित हो सकते हैं । छोटे 
बच्चों की रोज़मर्रा की ज़िन्दगी में हर जगह कोण (कोने) 
दिखाई दनेे के बावजदू भी कोणों को गणितीय रूप में दर्शाना 
सीखना उनके लिए आसान नहीं होता (Watson, 2013) । 
कक्षा में आज़माई गई कुछ सामग्रियों के बारे में आगे दिया 
गया ह,ै इनमें से अधिकतर अख़बार जैसी जगुाड़ू  या दोबारा 
इस्तेमाल की जा सकने वाली सामग्रियों से बनी थीं ।
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काग़ज़ के पंखे 

हमारा शिक्षण अधिकतर समय दो रेखाओ/ंरेखा खण्डों के 
एक-दसूरे को काटने से बनने वाले कोणों पर केन्द्रित होता 
ह ै। इस बात के प्रमाण हैं कि बच्चे अन्य सन्दर्भों की तलुना में 
गति करने (या घमुाने) वाले सन्दर्भ में कोण को ज़्यादा जानते 
हैं और इस सन्दर्भ में गणित के बारे में अपेक्षाकृत ज़्यादा 
आसानी से सीखते हैं (Nunes, 2009) ।

चित्र-1

आइसक्रीम की डण्डियों और अख़बारों का इस्तेमाल करके 
काग़ज़ के पंख े(चित्र-1) बनाए गए और इनका इस्तेमाल 
गति करने या घमुाने के सन्दर्भ में कोण दर्शाने के लिए किया 
गया । बच्चों ने 5 सदस्यों वाले समहूों में गतिविधि की । 
उनसे यह पछूा गया कि पंख ेका इस्तेमाल करते समय उन्होंने 
क्या दखेा । उन्होंने अलग-अलग प्रकार के कोण बनाए और 
उनका वर्णन किया । “यह 90° से ज़्यादा ह ैऔर यह एक 
अधिक कोण ह ै।” 

पंखों का इस्तेमाल करते समय अनजाने में उन्होंने अलग-
अलग स्थितियों में (पंख े का खलुा हिस्सा अलग-अलग 
दिशाओ ंमें) रखकर कोणों का इस्तेमाल किया । उन्होंने क्या 
सीखा इसका आकलन करने के लिए उनसे कुछ सवाल पछेू 
गए । उदाहरण के लिए, कक्षा के बच्चों को एक अधिक 
कोण दिखाया गया । बच्चों ने उसे अधिक कोण के रूप में 
पहचाना । उसके बाद कोण की माप को बदले बिना उसकी 
स्थिति बदल दी और फिर उनसे कोण का प्रकार पछूा । कक्षा 
में काफ़ी शान्त रहने वाली एक बच्ची समुन ने कहा कि वह 
एक अधिक कोण था । जब उससे उसके उत्तर की वजह पछूी 
गई, तो उसका जवाब था, “आपने डण्डियों की स्थितियों 
को नहीं बदला, आपने केवल इसे उल्टा कर दिया । इसलिए 
यह पहले वाला कोण ही ह ै।” सामहूिक गतिविधि से बच्चे 
गतिविधि में सक्रिय रूप से भागीदारी और उस पर आपस में 

चर्चा करने के लिए प्रोत्साहित हुए । कक्षा में दिए जाने वाले 
कार्यों का इस्तेमाल बच्चों को व्याख्या करने, अपनी बात 
को सही साबित करने और ख़ुद की व अपने हमउम्र साथियों 
की व्याख्याओ ंको लेकर आलोचनात्मक होने के अवसर 
दनेे के लिए किया जा सकता ह ै(Watson, 2013) ।

360° का चाँदा
कई बच्चों को दी गई आकृति या चित्र में बने कोण को 
मापने में समस्या होती ह,ै ख़ासकर तब जब वह आकृति 
कुछ अलग-सी स्थिति में रखी हो । कोणों को बनाने और 
उनको मापने के लिए स्वयं अपने हाथ से बनाए 360° के 
चाँद ेका इस्तेमाल एक दृश्य साधन के तौर पर किया गया । 
इसने 180° से अधिक अशं वाले कोणों को मापने का 
मौक़ा भी दिया, जिनको पारम्परिक चाँद ेका इस्तेमाल करके 
मापना सम्भव नहीं था । दो सइुयों वाली इस सामग्री को चार्ट 
पेपर्स से बनाया गया था और सइुयों को पिन और स्पंज के 
टुकड़े की मदद से एक जगह टिकाया गया था । बच्चों ने 
चार-चार के समहूों में इस सामग्री का इस्तेमाल किया, और 
उनसे अलग-अलग प्रकार के और अलग-अलग माप वाले 
कोण बनाने को कहा गया ।  

 चित्र-2

उन्होंने अपनी बनाई हुई आकृतियों के बारे में बताया । “यह 
120° का ह ैऔर एक अधिक कोण ह”ै, “जब हम कोई 
अधिक कोण या न्यून कोण (acute angle) बनाते हैं, तो 
हमें दसूरे हिस्से पर प्रतिवर्ती कोण (reflex angle) भी 
मिलता ह ै।” जब उनसे 30° के कोणों को तीन अलग-अलग 
तरीक़ों से दर्शाने को कहा गया तो उन्होंने जो जवाब दिए, 
उन्हें चित्र-3, 4 और 5 में दर्शाया गया ह ै। इन गतिविधियों 
के बाद, चाँद ेका इस्तेमाल करके कोणों को बनाने और उन्हें 
मापने में स्पष्ट सधुार नज़र आया ।
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 चित्र-3

 चित्र-4

 चित्र-5

रंगीन स्ट्रा 
समहूों में बच्चों से दो रेखाओ ंको काटने वाली तिर्यक रेखा 
(transversal) से बनने वाले कोणों को ढँूढ़ने और पहचानने 
को कहा गया । बच्चों ने नतीजा निकाला कि इस तरह आठ 
कोण बन रह ेथे । 

 चित्र-6

दो समानान्तर रेखाओ ं (parallel lines) को काटती 
हुई तिर्यक रेखा का मॉडल 
चित्र-7 में दिए गए मॉडल का इस्तेमाल समानान्तर रेखाओ ं
के एक यगु्म को किसी तिर्यक रेखा द्वारा काटे जाने पर बनने 
वाले कोणों के बीच के सम्बन्धों का पता लगाने के लिए 
किया गया । उदाहरण के लिए, हम ∠AXP और ∠CYX 
की माप के बारे में क्या कह सकते हैं? ∠AXY और 
∠DYX की माप क्या होगी? बच्चों द्वारा एक बार सम्बन्ध 
स्पष्ट कर दिए जाने के बाद, हम उनके सार्वभौमिक रूप से 
स्वीकृत नामों को सीखने की दिशा में आगे बढ़े, जैसे क्रमशः 
संगत कोण (corresponding angles) और एकान्तर 
अन्त:कोण (alternate interior angles) । 

 चित्र-7
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 चित्र-10

 चित्र-11

 चित्र-12

बच्चे गणना करते हुए, अन्दाज़ लगाते हुए और चित्रों के 
साथ अपने नतीजों का मिलान करते हुए गतिविधि में लीन 
थे । यह गतिविधि उन बच्चों के लिए मददगार साबित 
हुई, जिन्हें काग़ज़-क़लम के काम में दिलचस्पी नहीं थी । 
गतिविधि के बाद, बच्चों से विस्तार से बताने के लिए कहा 
गया कि उन्होंने कोणों के यगु्मों में क्या-क्या दखेा । ऐसा यह 
समझने के लिए पछूा गया कि उन्होंने कोणों के यगु्मों के योग 
को 180° और 90° के रूप में दखेा या नहीं, और क्या वे 
क्रमशः परूक और सम्पूरक कोणों के बीच फ़र्क़  को समझ 
पा रह ेथे या नहीं । 

बच्चों ने जिन कोणों के यगु्मों के साथ पहले काम किया था, 
उन्होंने उन कोणों और उनके बीच के सम्बन्ध को बख़ूबी 
समझा था या नहीं इसे जाँचने के लिए मॉडल को रखने का 
तरीक़ा बदल दिया गया (चित्र-8) । बच्चे यह समझ गए थे 
कि मॉडल को रखने का तरीक़ा बदलने से कोणों के माप या 
कोणों के विशिष्ट यगु्मों के बीच का सम्बन्ध नहीं बदला था । 

 चित्र-8

(ब) पाठ्यपुस्तकों की सामग्री का विस्तार 

एनसीईआरटी की किताबों का इस्तेमाल करके कुछ 
गतिविधियों और मार्गदर्शक सवालों को तैयार किया गया ।

पाठ्यपुस्तक की सामग्रियों को खेल का रूप देना 

ऐसी एक गतिविधि परूक और सम्पूरक कोणों पर आधारित 
थी । बच्चों को दो समहूों में बाँटा गया । एक समहू के बच्चों 
को अलग-अलग माप के चित्र दिए गए (चित्र-9, 10, 11, 
12) । उन्हें हरेक कोण के परूक और सम्पूरक कोण का पता 
लगाना था, जो कि दसूरे समहू के बच्चों के पास था ।

 चित्र-9
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मार्गदर्शक प्रश्न 
उच्चतर स्तर के संज्ञानात्मक कौशलों को लाग ू करने में 
बच्चों को सक्षम बनाने के लिए और उन्हें माध्यमिक स्कू ल 
में औपचारिक गणितीय चिन्तन के लिए तैयार करने के लिए 
मार्गदर्शक सवालों का इस्तेमाल किया गया । जब बच्चों ने 
विभिन्न सन्दर्भों में कोणों का इस्तेमाल दखेा, तो इस प्रकार 
जीवन्त हुए कोण अधिक सार्थक हो गए । तालिका-2 में 

तालिका-2
उच्च कक्षाओ ंकी पाठ्यपुस्तकों के अंश मार्गदर्शक सवाल

1.	तिर्य क रेखाओ ंको पहचानें ।

2.	 संगत कोणों को पहचानें ।

1.	तिर्य क रेखाओ ंको पहचानें ।

2.	 एकान्तर अन्त:कोणों को पहचानें ।

3.	 एक ओर बने अन्त:कोणों को पहचानें ।

टिप्पणी 
अधिकतर बच्चों ने AC को तिर्यक रेखा के रूप में पहचाना । कमल ने यहाँ 
तक कहा कि आयत की भजुाए ँभी तिर्यक रेखाए ँहैं । इससे बच्चों में चर्चा 
शरुू हुई, जिसमें बच्चों ने अपनी बात रखी, बहस की और नतीजा निकाला, 
जिसने मझु ेतीसरा सवाल पछूने के लिए प्रेरित किया । इस चित्र में सम्पूरक 
कोणों की पहचान करने की भी सम्भावना ह,ै जिसे आगे की चर्चा के लिए 
इस्तेमाल किया जा सकता ह ै।

कक्षा नौवीं की एनसीईआरटी की किताब की सामग्री को 
आधार बनाकर सातवीं कक्षा में आज़माए गए कुछ परिदृश्य 
दिए गए हैं । इन्हें करने के लिए, विद्यार थ्ियों को कोणों के 
निरूपण और प्रकार, कोण के यगु्मों जैसे कि परूक और 
सम्पूरक कोणों, साथ ही समानान्तर रेखाओ ंके किसी यगु्म 
को किसी तिर्यक रेखा द्वारा काटे जाने पर बनने वाले कोणों 
के यगु्मों को जानने की ज़रूरत होगी ।

बच्चों को उच्च स्तर के कौशलों का इस्तेमाल करने का 
अवसर मिलेगा, जैसे इस तरह की गतिविधियों को करना 
और उनका मलू्यांकन करना । जब बच्चों से समहूों में 
समाधान निकालने को कहा जाता ह ैतो यह एक खोजपरू्ण 
गतिविधि बन जाती ह,ै जो उन्हें सोचने, विचार प्रस्तावित 
करने, ग़लतियाँ करने और सीखने का अवसर दतेी ह ै। 
इस प्रकार वैन हीले मॉडल में ज्यामिति का एक शिक्षक 
बच्चों की सीखने की प्रगति को गति द ेसकता ह ै। कक्षा के 
कार्यों को विद्यार थ्ियों को समस्या समाधान के कौशलों के 
विकास के और समस्या सामने रखने के अवसर दनेे चाहिए 
(Watson, 2013) ।

मुख्य निष्कर्ष 

•	 काग़ज़ के पंखों और 360° के चाँद ेसरीखी जगुाड़ करके 
बनाई गई सामग्रियाँ बच्चों को गति के सन्दर्भ में, अलग-
अलग स्थितियों में रख ेहोने पर और सम्बन्धपरक मापों 
के रूप में कोणों से बच्चों को परिचित कराने में उपयोगी 
पाई गई ं। इस गतिविधि के बाद चाँद ेका इस्तेमाल करके 
कोणों को बनाने और उन्हें मापने में काफ़ी सधुार दखेा 
गया । 

•	 पारम्परिक चाँद े की ख़ामियों को दरू करने के लिए, 
जिनसे 180° से अधिक के कोणों को नहीं दर्शाया जा 
सकता था, 360° के चाँद ेका इस्तेमाल किया जा सकता 
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ह ै। अगर इसे पारदर्शी शीट्स से बनाया जाए, तो इसे कोणों को मापने और बनाने के लिए भी इस्तेमाल किया जा सकता ह ै। 

•	 खलेों और मार्गदर्शक प्रश्नों को शामिल करने से बच्चों में जिज्ञासा को बढ़ावा मिला, जिससे सीखना मज़ेदार बना और बच्चों 
ने इसमें भागीदारी की । 

•	 ठोस सामग्रियों और पाठ्यपसु्तक के प्रभावी तरीक़े से इस्तेमाल द्वारा बच्चों को सीखने के अवसर दनेे से वैन हीले के 
ज्यामिति सीखने के मॉडल में उन्होंने प्रगति की ।
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यूक्लिड की ज्यामिति से ग़ैर-यूक्लिडीय ज्यामिति तक का सफ़र
यूक्लिड के स्वयंसिद्ध सिद्धान्त, ज्यामिति की ‘एलीमेंट’ किताब,
हैं मूल तत्व समान, इनको हासिल ज्यामिति के ‘ग्रन्थ’ का ख़िताब।
यूक्लिड के पाँच स्वयंसिद्ध सिद्धान्त, नींव हैं ज्यामिति की,
जैसे प्रकृति के हों प्रतिबिम्ब, दिखलाते हैं सममिति आकृति की।

दो बिन्दु एक अद्वितीय सीधी रखेा दर्शाते हैं,
अनन्त तक चली जाती रखेा का आदि-अन्त बताते हैं।
भिन्न-भिन्न आकार और स्थान में वृत्त बन सकते हैं,
समरूप समकोण यूक्लिड ज्यामिति की नींव रखते हैं।

पाँचवें, समानान्तर स्वयंसिद्ध, सिद्धान्त पर गणित ने रास्ता बदल लिया,
इसने ग़ैर-यूक्लिडीय ज्यामिति का मार्ग प्रशस्त किया।
समानान्तर रखेाओ ंपर पारम्परिक ज्यामिति बदली,
दीर्घवृत्त और अतिपरवलय के क्षेत्र में ज्यामिति उभरी।

यूक्लिड ने यूक्लिड की ज्यामिति को आधार दिया,
रीमैन ने दीर्घवृत्तीय ज्यामिति में इसे विस्तार दिया।
लोबाचेव्स्की, बोल्याई और गॉस ने अतिपरवलय में ज्यामिति को फैलाया,
परिणाम है कि इन्होंने पारम्परिक ज्यामिति पर सवाल उठाया।

रवीन्द्र के. बिष्ट 
गणित विभाग, एनडीए, खड़कवासला, पुणे, भारत
अनुवाद : प्रतिका गुप्ता
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कोणीय संख्या (Triangular numbers) नाम इसलिए पड़ा, 
क्योंकि किसी भी त्रिकोणीय संख्या जिसमें वतृ्तों के समहू को 
एक समबाहु त्रिभजु के आकार में जमाया जा सकता ह,ै जैसा कि 
चित्र-1 में दिखाया गया ह ै। 

T4 =10T3 = 6T2 = 3T1 = 1

चित्र-1 : वतृ्तों द्वारा दर्शाई गई त्रिकोणीय संख्याएँ

त्रिकोणीय संख्याए ँहैं 1, 3, 6, 10, 15, 21,... पहली त्रिकोणीय संख्या ह ै
1, दसूरे चरण में हम इसमें 2 और वतृ्त जोड़ते हैं, तीसरे चरण में हम 3 और 
वतृ्त जोड़ते हैं, इस प्रकार सामान्यतया चरण क्रमांक n पर हम n वतृ्त और 
जोड़ते हैं । इस तरह हम त्रिकोणीय संख्याए ँ बनाते हैं । पर अगर हमें दसवीं 
त्रिकोणीय संख्या पता करनी ह ैतो हमें नौवीं त्रिकोणीय संख्या ज्ञात होना ज़रूरी 
ह ै। पिछली संख्या जाने बिना n वीं (nth) त्रिकोणीय संख्या ज्ञात करने के लिए 
हमें एक सामान्य सतू्र की ज़रूरत ह ै। n वीं त्रिकोणीय संख्या के लिए सामान्य 
सतू्र Tn = n (n+1)/2 ह ै। (उदाहरण के लिए, T10 =10(9)/2 = 45) । n और 
n+1 भजुाओ ंवाले एक समकोण त्रिभजु का क्षेत्रफल इस सतू्र का एक अच्छा 
ज्यामितीय निरूपण ह ै। चित्र-2 दखेें । चूकँि n (n+1)/2 = (n2+n)/2 ह,ै n वीं 
त्रिकोणीय संख्या n और n2 की औसत भी ह ै। 

की-वर्ड : विशषे संख्याए,ँ त्रिकोणीय संख्याए,ँ चतषु्फलकीय (टेट्राहडे्रल) संख्याए,ँ 
ज्यामिति, विज़ुअलाइज़ेशन (दृश्यावलोकन)

क
क्

षा म
ें6 क्यों? 

चतषु्फलकीय संख्याओ ंको  
चतषु्फलक से जोड़ना
जेम्स मेट्ज़ और ब्रैड युई 

त्रि
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	 क्षेत्रफल = 3•4/2 = 6 = T3			            क्षेत्रफल = 6•7/2 = 21 = T6

चित्र-2 :  समकोण त्रिभजु जिनकी समकोण बनाने वाली भजुाए ँक्रमागत धनात्मक परू्णांक हैं

जिस प्रकार त्रिकोणीय संख्याओ ंको त्रिभजु के आकार में 
व्यवस्थित वतृ्तों के रूप में दर्शाया जा सकता ह,ै उसी प्रकार 
चतषु्फलकीय (tetrahedral) संख्याओ ं को चतषु्फलक 
(tetrahedron) - एक त्रिभजुीय आधार वाले पिरामिड - के 
रूप में दखेा जा सकता ह,ै जैसा कि चित्र-3 में दिखाया गया 
ह ै। हम गोलों को एक के ऊपर एक रखकर चतषु्फलकीय 
संख्या बनाते हैं, जिसकी प्रत्येक सतह में गोलों की संख्या 
त्रिकोणीय संख्या होती ह ै। चित्र-3 में पहली तीन त्रिकोणीय 
संख्याओ ं का योग दिखाया गया ह,ै 1 + 3 + 6 = 10, 
तीसरी चतषु्फलकीय संख्या । 

चित्र-3 : तीसरी चतषु्फलकीय संख्या 10 को दर्शाने वाले ढेरनमुा 
जम ेगोले

शरुुआती चतषु्फलकीय संख्याए ँ1, 4, 10, 20, 35, 56,... 
हैं । हालाँकि मॉडल गोलों की कुल संख्या को चतषु्फलकीय 
संख्याए ँ कहने के लिए प्रेरित करता ह ै। यह त्रिकोणीय 
संख्याओ ंऔर चतषु्फलकीय संख्याओ ंके बीच के सम्बन्ध 
का एक अच्छा दृश्य निरूपण (visual representation) 
ह,ै लेकिन यह हमें n वीं चतषु्फलकीय संख्या पता करने 
में मदद नहीं करता ह ैजब तक कि हमें इससे ठीक पहले 
वाली संख्या पता न हो । त्रिकोणीय संख्याओ ं की तरह, 
n वीं चतषु्फलकीय संख्या के लिए हमें एक सामान्य सतू्र 
चाहिए । n वीं चतषु्फलकीय संख्या पता करने के लिए 
यह सतू्र Tn = n (n+1)(n+2)/6 ह ै। (उदाहरण के लिए,  

T5 = 5(6)(7)/6 = 35) । क्या यह अच्छा नहीं होगा अगर 
हम इस सतू्र को चतषु्फलक का इस्तेमाल करके ज्यामितीय 
रूप से चित्रित कर सकें ? 

चतषु्फलकीय संख्याए ँ बताने वाले सतू्र का अशं तीन 
क्रमागत धनात्मक परू्णांकों का गणुनफल होता ह,ै जो 
दरअसल एक ऐसे आयताकार ठोस का आयतन (लम्बाई × 
चौड़ाई × ऊँचाई) भी होता ह ैजिसकी भजुाए ँतीन क्रमागत 
धनात्मक परू्णांक होते हैं । इस प्रकार, ऐसे आयताकार ठोस 
के आयतन का 1/6वाँ भाग हमशेा एक चतषु्फलकीय 
संख्या होती ह ै। उदाहरण के लिए, 3 × 4 × 5 भजुाओ ं
वाले एक आयताकार ठोस का आयतन 60 होगा, इसलिए 
तीसरी चतषु्फलकीय संख्या 60/6 = 10 होगी । चित्र-4 
में 10 घनों के 6 सेट दिखाए गए हैं, जिनमें से प्रत्येक सेट 
के लिए एक अलग रंग ह ै। ये 6 सेट एक साथ मिलकर  
3 × 4 × 5 भजुाओ ं वाला एक आयताकार ठोस बनाते 
हैं । यह ज़रूरी नहीं ह ै कि एक सेट में घन जडु़े हुए हों या 
फिर एक रंग के घन एक साथ रहें (घन ठोस में कहीं भी 
हो सकते हैं), लेकिन यह विन्यास त्रिकोणीय संख्या 1, 3 
और 6 को अच्छी तरह से प्रकट करता ह ैजिसका इस्तेमाल 
चतषु्फलकीय संख्या 10 को बनाने के लिए किया जाता ह ै। 
चित्र-5 में एक वैकल्पिक मॉडल दिखाया गया ह,ै जो कि 
अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय के मथै स्पेस की स्वाती सरकार 
द्वारा सझुाया गया ह ै।

चित्र-4 : 6 समान टुकड़े, प्रत्येक में 10 घन हैं
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चरण-1 : दो सेटों में से प्रत्येक में 6 + 3 + 1 = 10 ब्लॉक हैं, 
यानी कुल 20 ब्लॉक हैं ।

चरण-2 : प्रत्येक सेट में नीच े के 6 ब्लॉक जडु़कर 3 × 4 
का आयत बनाते हैं; बीच के 3 जडु़कर 2 × 3 का आयत 
बनाते हैं; प्रत्येक सेट में सबसे ऊपर के ब्लॉक जडु़कर  
1 × 2 का आयत बनाते हैं ।

चरण-3 : 20 ब्लॉकों के तीन समान सेट । चरण-4 : दो सेट जडु़े हुए हैं । 

चरण-5 : तीनों सेट जडु़कर 3 × 4 × 5 का आयताकार ठोस बनाते हैं ।

चित्र-5 : स्वाती का मॉडल

यह मॉडल सतू्र से शरुू होता ह ैऔर मॉडल को सतू्र में फिट 
करता ह,ै इसलिए यह विधि इस सवाल का जवाब नहीं दतेी 
ह,ै कि “6 क्यों?”

अब हम अपना ध्यान चतषु्फलक के इस्तेमाल से इस 
पद को ज्यामितीय रूप से चित्रित करने की सम्भावना 
पर केन्द्रित करते हैं । हमें यह स्पष्ट रहना चाहिए कि यह  
n वीं चतषु्फलकीय संख्या के लिए सतू्र विकसित करने की 
कोशिश नहीं ह,ै बल्कि चतषु्फलक में सतू्र को दखेने का 
एक तरीक़ा दर्शाने के लिए ह,ै और विशषे रूप से सतू्र में 
संख्या 6 को ध्यान में रखना ह ै। हम फिर से दखेते हैं कि 
 n वीं चतषु्फलकीय संख्या पहली n त्रिकोणीय संख्याओ ंका 
योग ह ै। उदाहरण के लिए, पहली पाँच त्रिकोणीय संख्याओ,ं  
1 + 3 + 6 + 10 + 15 का योग 35 ह,ै जो पाँचवीं टेट्राहडे्रल 
संख्या ह ै।   

चतषु्फलक के आयतन का सतू्र Bh/3 ह,ै जहाँ B आधार 
का क्षेत्रफल ह ै और h ऊँचाई ह ै। अगर चतषु्फलक का 
आधार समकोण त्रिभजुाकार ह,ै जिसकी भजुाए ँ n और 
n+1 हैं तो आधार का क्षेत्रफल n (n +1)/2 होगा, जो एक 
त्रिकोणीय संख्या ह ै। यदि चतषु्फलक की ऊँचाई n +2 ह,ै 
तो चतषु्फलक का आयतन [(n (n +1)/2) (n+2)]/3) या 
n (n+1)(n+2)/6 होगा । चित्र-6 दखेें । इस प्रकार, जब 
n वीं चतषु्फलकीय संख्या पता करने के लिए कहा जाता 
ह,ै तो हम सिर्फ़  चतषु्फलक के आयतन की गणना कर रह े 
होते हैं । उदाहरण के लिए, पाँचवीं चतषु्फलकीय संख्या 
Bh/3 = [[(5)(6)/2])7]/3 = 35 ह ै।  

अब हम जवाब द ेसकते हैं, “6 क्यों?” हमारे पास त्रिभजुाकार 
आधार के क्षेत्रफल के सतू्र से 2 विभाजक ह ैऔर चतषु्फलक 
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के आयतन के सतू्र से 3 विभाजक ह ैऔर इसलिए विभाजक 
6 ह ै।

चित्र-6 : इस चतषु्फलक का आयतन n वीं चतषु्फलकीय संख्या है

हम एक आख़िरी विचार के साथ निष्कर्ष पर पहुचँते हैं । 
दनुिया के कुछ हिस्सों में एक लोकप्रिय गीत ह ै“क्रिसमस 
के बारह दिन (The Twelve Days of Christmas)”, 
जिसके पहले तीन छन्द हैं :

क्रिसमस के पहले दिन
मरेे सच्चे प्यार ने मझु ेदिया
नाशपाती के एक पेड़ में एक तीतर ।

क्रिसमस के दसूरे दिन
मरेे सच्चे प्यार ने मझु ेदिए
दो जंगली कबतूर,
और नाशपाती के एक पेड़ में एक तीतर ।

क्रिसमस के तीसरे दिन
मरेे सच्चे प्यार ने मझु ेदिए
तीन फ्रांसीसी मरु्गियाँ,
दो जंगली कबतूर
और नाशपाती के एक पेड़ में एक तीतर ।

यह क्रम कुल 12 दिनों तक जारी रहता ह ै। हर दिन मिले 
उपहारों की संख्या एक त्रिकोणीय संख्या ह ै। इस तरह 
उपहारों की कुल संख्या बारहवीं चतषु्फलकीय संख्या ह,ै 
जो पहली 12 त्रिकोणीय संख्याओ ंका योग ह,ै यानी 364 । 
ये गीत और गीत के बोल आसानी से कहीं भी मिल जाएगँे, 
और ये समस्या से बख़ूबी परिचय करवाते हैं ।
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म 84 × 67 जैसी दो अकंों वाली दो संख्याओ ंका गणुा कैसे करते हैं? 
पहले चरण में हम 84 × 7 को हल करते हैं । इसमें ‘हासिल’ लगाया 
जाता ह ैया पनुर्समहूीकरण किया जाता ह,ै अर्थात 84 × 7 = (4 + 
80) × 7 = 4 × 7 + 80 × 7 तो,

Multiplication: A ‘better’ algorithm 

Keywords: Multiplication, algorithm, two-digit, lattice, conceptual understanding 

How do we multiply two numbers like 84 × 67? At the first step we find 84 × 7. This involves a 
‘carryover’, or regrouping, i.e., 84 × 7 = (4 + 80) × 7 = 4 × 7 + 80 × 7. So,  

● We start with 4 × 7 = 28 

● And put down 8 

● Remember that we need to add 2 to the next product 

● Find 80 × 7, or rather 8 × 7 = 56   

● And add 2 to this, i.e., 56 + 2 = 58  

● Complete the product 84 × 7 = 588 

And this is just step 1 (Figure 1)!  

Note the complexity! When we add, we deal with only one operation and all digits are added. Here 
on the other hand, to multiply by a 2-digit number, one has to multiply 8 and 7 and then add 2. In 
other words, there are two operations in this step – multiplication and addition. Therefore, the 
order of these two operations matters since (7 × 8) + 2 ≠ 7 × (8 + 2). But it is quite natural for a 
learner to get confused on whether to multiply (by 7) first and then add, or the other way. Also, 
unlike addition, the ‘carry’ is not usually written down. So, there are more things to keep in mind. 

A similar set of steps is repeated for 84 × 60, or 84 × 6 = 504. This also requires ‘carry’ and since 
writing multiple such digits can be confusing, none are usually written. But that hardly helps a 
learner at the beginning.  

Moreover, this is often written with a blank or ‘×’ at the unit’s place (Figure 2). 
Then we add up 588 and 504×. No one is taught to add 8 + × but is expected to do 
so here. It is surprising how this continues in classrooms still, at least 20-25 years 
after textbooks have changed. Since we are multiplying by a multiple of 10, i.e., 60 
in this case, why shouldn’t we write the partial product of 84 × 60 as 5040? We 
hope that teachers stop using the ‘×’ out of sheer inertia to change and make their 
pedagogy more meaningful. 

Is there another way to avoid such issues? Fortunately, there is one. And it can be used for any 
multiplication with two whole numbers, no matter how large each is.  

The standard method, illustrated above uses distributive property only once, viz.,  

84 × 67 = 84 × (7 + 60) = 84 × 7 + 84 × 60  

which results in the two partial products 588 and 5040 that gets added at the end.  

However, we can use the distributive property twice, i.e., for both numbers and 
get four partial products: 

84 × 67 = (80 + 4) × (60 + 7) = (80 × 60) + (4 × 60) + (80 × 7) + (4 × 7) 

×  60 7 
80 4800 560 

4 240 28 
Figure 3 

×  800 20 5 
300 240000 6000 1500 

  

Figure 1 

  

Figure 2 

चित्र-1
•	 हम हल करने की शरुुआत 4 × 7 = 28 से करते हैं 
•	 और 28 के 8 को नीच ेलिख दतेे हैं 
•	 हमें यह भी याद रखना होगा कि हासिल आए 2 को अगले गणुनफल में 

जोड़ना ह ै
•	 अब, 80 × 7 या यूँ कहें कि 8 × 7 = 56 को ज्ञात करें ।
•	 और इस गणुनफल में हासिल 2 जोड़ दें, अर्थात 56 + 2 = 58 
•	 अब 84 × 7 का गणुा करें यानी 84 × 7 = 588 

और यह सिर्फ़  चरण-1 ह ै(चित्र-1)! 

आपने दखेा कि यह कितना जटिल ह!ै जब हम ‘जोड़’ करते हैं तब हम केवल 
एक ही संक्रिया लाग ूकर रह ेहोते हैं और इसमें सभी अकंों को जोड़ना होता ह ै। 
लेकिन यहाँ दो अकंों वाली संख्या का गणुा करने के लिए पहले हमें 8 और 7 
का गणुा करना पड़ता ह ैफिर इसके गणुनफल में हासिल का 2 जोड़ना पड़ता 
ह ै। दसूरे शब्दों में कहें तो, इस चरण में दो संक्रियाए ँहोती हैं – गणुा और जोड़ । 
इसीलिए, इन दोनों संक्रियाओ ंका क्रम मायने रखता ह ैक्योंकि (7 × 8) + 2 ≠ 
7 × (8 + 2) । लेकिन यह स्वाभाविक ह ैकि कोई भी सीखने वाला इससे भ्रमित 

की-वर्ड : गणुन, कलनविधि, दो अकंीय, लेटिस, अवधारणात्मक समझ 

क
क्

षा म
ेंगणुन :

एक बहेतर कलन विधि

मैथ स्पेस ह
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हो सकता ह ैकि पहले (7 से) गणुा करें और फिर (2) जोड़ें 
या इसका उल्टा करें (यानी पहले 2 जोड़ें और फिर 7 से गणुा 
करें) । इसके अलावा जोड़ के सवाल हल करने के विपरीत 
गणुा में आमतौर पर हल करने की प्रक्रिया में ‘हासिल’ को 
कहीं लिखा नहीं जाता ह ै। ऐसे में काफ़ी चीज़ें हल करने वाले 
को ध्यान में रखनी पड़ती हैं ।

यही चरण 84 × 60 या 84 × 6 = 504 के लिए दोहराए 
जाते हैं । इसमें भी ‘हासिल’ दनेा पड़ता ह ै। चूकँि ऐसे कई 
हासिल के अकं लिखने से भ्रम हो सकता ह,ै इसलिए 
आमतौर पर कोई भी अकं लिखा नहीं जाता ह ै। लेकिन 
शरुुआत में ऐसा करना बमशु्किल ही सीखने वालों के लिए 
मददगार होता ह ै।
इसके अलावा, इकाई का स्थान अकसर  
ख़ाली छोड़ा जाता ह ैया वहाँ ‘×’ लिखा 
जाता ह ै(दखेें चित्र-2) । फिर हम 588 
और 504 × जोड़ दतेे हैं । किसी को भी 
8 + × जोड़ना नहीं सिखाया जाता ह ै
लेकिन यहाँ इन्हें जोड़ने की अपेक्षा की 
जाती ह ै। यह आश्चर्य की बात ह ै कि 
यह अभी भी कक्षाओ ंमें ज़ारी ह ैजबकि पाठ्यपसु्तकों में 
बदलाव हुए कम-से-कम 20-25 साल गज़ुर चकेु हैं । चूकँि 
हम 10 के गणुज, जो इस उदाहरण में 60 ह,ै से गणुा करते हैं 
तो हम 84 × 60 के आशंिक गणुनफल को 5040 क्यों नहीं 
लिख सकते हैं? हम उम्मीद करते हैं कि शिक्षक इस जड़ता 
को तोड़कर ‘×’ का प्रयोग करना बन्द कर देंगे और अपने 
शिक्षाशास्त्र को अधिक सार्थक बनाएगँे ।

ऐसी समस्याओ ं से बचने के लिए अन्य क्या तरीक़े हैं? 
सौभाग्य से, एक तरीक़ा ह ै। और यह तरीक़ा किन्हीं भी दो 
परू्ण संख्याओ ंके गणुा के लिए इस्तेमाल किया जा सकता ह ै
चाह ेवे संख्याए ँकितनी भी बड़ी संख्या क्यों न हों । 

ऊपर बताई गई मानक विधि केवल एक ही बार वितरण गणु 
का उपयोग करती ह ैअर्थात, 

84 × 67 = 84 × (7 + 60) = 84 × 7 + 84 × 60  

जिसके परिणामस्वरूप दो आशंिक गणुनफल 588 और 
5040 प्राप्त होते हैं जो अन्त में जोड़ दिए जाते हैं ।

हालाँकि, हम वितरण गणु का दो बार उपयोग कर सकते हैं, 
यानी दोनों संख्याओ ंके लिए, और चार आशंिक गणुनफल 
प्राप्त कर सकते हैं ।

चित्र-2

84 × 67 	= (80 + 4) × (60 + 7) 
	 = (80 × 60) + (4 × 60) + (80 × 7) + (4 × 7)

इसे द्वि-आयामी तालिका में 
अच्छे-से सारणीबद्ध किया जा 
सकता ह ै(चित्र-3) । और फिर 
प्राप्त आशंिक गणुनफल को 
जोड़ा जा सकता ह ै। ध्यान दें कि 
यह तरीक़ा पहले वाली विधि 
से परूी तरह से भिन्न नहीं ह ै। ये 
कॉलम-वार योग वही आशंिक गणुनफल हैं जो हमें पहले 
मिले थे । 

तीन-तीन अकंों वाली संख्याओ,ं मसलन 379 × 825, 
के गणुनफल के लिए, तालिका चित्र-4 की तरह होगी । 
हालाँकि, जब और भी अधिक अकंों वाली संख्याओ ंके 
गणुा की तरफ़ बढ़ेंगे, इतने सारे शनू्य लिखना बोझिल हो 
सकता ह ै। लेकिन इसका भी एक हल ह ै।

× 800 20 5

300 240000 6000 1500

70 56000 1400 350

9 7200 180 45

चित्र-4

हम एक लघ ुजाली बना सकते हैं, जैसा कि 84 × 67 के 
लिए चित्र-5 में दर्शाया गया ह ै। लेकिन आशंिक गणुनफल 
के शनू्यों (जैसे कि चित्र-3 की दीर्घ तालिका में दिखाया गया 
ह)ै को ध्यान रखने के लिए प्रत्येक खाने को चित्र-6 की तरह 
विकर्ण से बाँटने में मदद मिलती ह ै। 

चित्र-5 चित्र-6

ध्यान दें कि प्रत्येक विकर्ण के अकं (निचले बाए ँसे ऊपरी 
दाए ँतक) किस तरह आशंिक गणुनफल के योग (दाए ँसे 
बाए)ँ के अनरुूप हैं, जैसा कि चित्र-7 में दिखाया गया ह ै। 

× 60 7

80 4800 560

4 240 28

चित्र-3
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इसे हम दीर्घ जाली बनाने के लिए तीर 
कार्ड का इस्तेमाल कर और लघ ुजाली में 
इसके रंगों के अनरुूप रंगों से अकं 
लिखकर समझा सकते हैं (चित्र-8) ।

इस तरह हम विकर्णों से भी योग कर 
सकते हैं (चित्र-9) । 

यदि हम इस विधि को और सटीक या 
शदु्ध करें तो यह कुछ इस तरह होगी,

Multiplication: A ‘better’ algorithm 

Keywords: Multiplication, algorithm, two-digit, lattice, conceptual understanding 

How do we multiply two numbers like 84 × 67? At the first step we find 84 × 7. This involves a 
‘carryover’, or regrouping, i.e., 84 × 7 = (4 + 80) × 7 = 4 × 7 + 80 × 7. So,  

● We start with 4 × 7 = 28 

● And put down 8 

● Remember that we need to add 2 to the next product 

● Find 80 × 7, or rather 8 × 7 = 56   

● And add 2 to this, i.e., 56 + 2 = 58  

● Complete the product 84 × 7 = 588 

And this is just step 1 (Figure 1)!  

Note the complexity! When we add, we deal with only one operation and all digits are added. Here 
on the other hand, to multiply by a 2-digit number, one has to multiply 8 and 7 and then add 2. In 
other words, there are two operations in this step – multiplication and addition. Therefore, the 
order of these two operations matters since (7 × 8) + 2 ≠ 7 × (8 + 2). But it is quite natural for a 
learner to get confused on whether to multiply (by 7) first and then add, or the other way. Also, 
unlike addition, the ‘carry’ is not usually written down. So, there are more things to keep in mind. 

A similar set of steps is repeated for 84 × 60, or 84 × 6 = 504. This also requires ‘carry’ and since 
writing multiple such digits can be confusing, none are usually written. But that hardly helps a 
learner at the beginning.  

Moreover, this is often written with a blank or ‘×’ at the unit’s place (Figure 2). 
Then we add up 588 and 504×. No one is taught to add 8 + × but is expected to do 
so here. It is surprising how this continues in classrooms still, at least 20-25 years 
after textbooks have changed. Since we are multiplying by a multiple of 10, i.e., 60 
in this case, why shouldn’t we write the partial product of 84 × 60 as 5040? We 
hope that teachers stop using the ‘×’ out of sheer inertia to change and make their 
pedagogy more meaningful. 

Is there another way to avoid such issues? Fortunately, there is one. And it can be used for any 
multiplication with two whole numbers, no matter how large each is.  

The standard method, illustrated above uses distributive property only once, viz.,  

84 × 67 = 84 × (7 + 60) = 84 × 7 + 84 × 60  

which results in the two partial products 588 and 5040 that gets added at the end.  

However, we can use the distributive property twice, i.e., for both numbers and 
get four partial products: 

84 × 67 = (80 + 4) × (60 + 7) = (80 × 60) + (4 × 60) + (80 × 7) + (4 × 7) 

×  60 7 
80 4800 560 

4 240 28 
Figure 3 

×  800 20 5 
300 240000 6000 1500 

  

Figure 1 

  

Figure 2 

Multiplication: A ‘better’ algorithm 

Keywords: Multiplication, algorithm, two-digit, lattice, conceptual understanding 

How do we multiply two numbers like 84 × 67? At the first step we find 84 × 7. This involves a 
‘carryover’, or regrouping, i.e., 84 × 7 = (4 + 80) × 7 = 4 × 7 + 80 × 7. So,  

● We start with 4 × 7 = 28 

● And put down 8 

● Remember that we need to add 2 to the next product 

● Find 80 × 7, or rather 8 × 7 = 56   

● And add 2 to this, i.e., 56 + 2 = 58  

● Complete the product 84 × 7 = 588 

And this is just step 1 (Figure 1)!  

Note the complexity! When we add, we deal with only one operation and all digits are added. Here 
on the other hand, to multiply by a 2-digit number, one has to multiply 8 and 7 and then add 2. In 
other words, there are two operations in this step – multiplication and addition. Therefore, the 
order of these two operations matters since (7 × 8) + 2 ≠ 7 × (8 + 2). But it is quite natural for a 
learner to get confused on whether to multiply (by 7) first and then add, or the other way. Also, 
unlike addition, the ‘carry’ is not usually written down. So, there are more things to keep in mind. 

A similar set of steps is repeated for 84 × 60, or 84 × 6 = 504. This also requires ‘carry’ and since 
writing multiple such digits can be confusing, none are usually written. But that hardly helps a 
learner at the beginning.  

Moreover, this is often written with a blank or ‘×’ at the unit’s place (Figure 2). 
Then we add up 588 and 504×. No one is taught to add 8 + × but is expected to do 
so here. It is surprising how this continues in classrooms still, at least 20-25 years 
after textbooks have changed. Since we are multiplying by a multiple of 10, i.e., 60 
in this case, why shouldn’t we write the partial product of 84 × 60 as 5040? We 
hope that teachers stop using the ‘×’ out of sheer inertia to change and make their 
pedagogy more meaningful. 

Is there another way to avoid such issues? Fortunately, there is one. And it can be used for any 
multiplication with two whole numbers, no matter how large each is.  

The standard method, illustrated above uses distributive property only once, viz.,  

84 × 67 = 84 × (7 + 60) = 84 × 7 + 84 × 60  

which results in the two partial products 588 and 5040 that gets added at the end.  

However, we can use the distributive property twice, i.e., for both numbers and 
get four partial products: 

84 × 67 = (80 + 4) × (60 + 7) = (80 × 60) + (4 × 60) + (80 × 7) + (4 × 7) 

×  60 7 
80 4800 560 

4 240 28 
Figure 3 

×  800 20 5 
300 240000 6000 1500 

  

Figure 1 

  

Figure 2 

चित्र-8 

Multiplication: A ‘better’ algorithm 

Keywords: Multiplication, algorithm, two-digit, lattice, conceptual understanding 

How do we multiply two numbers like 84 × 67? At the first step we find 84 × 7. This involves a 
‘carryover’, or regrouping, i.e., 84 × 7 = (4 + 80) × 7 = 4 × 7 + 80 × 7. So,  

●We start with 4 × 7 = 28 

●And put down 8 

●Remember that we need to add 2 to the next product 

●Find 80 × 7, or rather 8 × 7 = 56   

●And add 2 to this, i.e., 56 + 2 = 58  

●Complete the product 84 × 7 = 588 

And this is just step 1 (Figure 1)!  

Note the complexity! When we add, we deal with only one operation and all digits are added. Here 
on the other hand, to multiply by a 2-digit number, one has to multiply 8 and 7 and then add 2. In 
other words, there are two operations in this step – multiplication and addition. Therefore, the 
order of these two operations matters since (7 × 8) + 2 ≠ 7 × (8 + 2). But it is quite natural for a 
learner to get confused on whether to multiply (by 7) first and then add, or the other way. Also, 
unlike addition, the ‘carry’ is not usually written down. So, there are more things to keep in mind. 

A similar set of steps is repeated for 84 × 60, or 84 × 6 = 504. This also requires ‘carry’ and since 
writing multiple such digits can be confusing, none are usually written. But that hardly helps a 
learner at the beginning.  

Moreover, this is often written with a blank or ‘×’ at the unit’s place (Figure 2). 
Then we add up 588 and 504×. No one is taught to add 8 + × but is expected to do 
so here. It is surprising how this continues in classrooms still, at least 20-25 years 
after textbooks have changed. Since we are multiplying by a multiple of 10, i.e., 60 
in this case, why shouldn’t we write the partial product of 84 × 60 as 5040? We 
hope that teachers stop using the ‘×’ out of sheer inertia to change and make their 
pedagogy more meaningful. 

Is there another way to avoid such issues? Fortunately, there is one. And it can be used for any 
multiplication with two whole numbers, no matter how large each is.  

The standard method, illustrated above uses distributive property only once, viz.,  

84 × 67 = 84 × (7 + 60) = 84 × 7 + 84 × 60  

which results in the two partial products 588 and 5040 that gets added at the end.  

However, we can use the distributive property twice, i.e., for both numbers and 
get four partial products: 

84 × 67 = (80 + 4) × (60 + 7) = (80 × 60) + (4 × 60) + (80 × 7) + (4 × 7) 

×  60 7 
80 4800 560 

4 240 28 
Figure 3 

×  800 20 5 
300 240000 6000 1500 

  

Figure 1 

  

Figure 2 

चित्र-9

Or simply starting to add from the unit's place, 5 → 75 → 675 → 2675 → 12675 → 312675

1 + 5

1 + 1

2 + 9 = 11

1 + 2

चित्र-10

28
240
560

4800+
5628

चित्र-7

•	 जिन संख्याओ ंका गणुा करना ह ैउनकी द्वि-आयामी 
तालिका बनाए ँ

•	 प्रत्येक खाने में विकर्ण बना लें
•	 अकं-दर-अकं को गणुा करके प्रत्येक खाने को भरें 
•	 निचले दाए ँखाने से शरुू करके प्रत्येक विकर्ण पर स्थित 

अकंों के समहू जोड़ें 

चलिए अब, 379 x 825 को इसी तालिका रूप में प्रदर्शित 
करते हैं ।

या बस इकाई के स्थान से जोड़ना शरुू कर दें ।

इकाई 

इकाई 

दहाई

दहाई

इकाई

इकाई

दहाई

दहाई

दहाई

दहाई

सैकड़ा
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हज़ार
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इकाई
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दस हज़ार 
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मैथ स्पेस अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय की एक गणित प्रयोगशाला ह ैजो स्कू लों, शिक्षकों, अभिभावकों, बच्चों, स्कू ली शिक्षा और शिक्षक 
प्रशिक्षकों के साथ काम करने वाले ग़ैर-सरकारी संगठनों को सेवाए ँप्रदान करती ह ै। यह गणित के लिए सीखने-सिखाने की विभिन्न सहायक सामग्री 
[mat(h)erials] और साथ-साथ कम लागत वाले संस्करणों की सम्भावना की खोज करती ह ैजिन्हें कबाड़ से बनाया जा सकता ह ै। यह दोनों, 
गणित से डरने या नफ़रत करने वालों, साथ-ही-साथ गणित प्रेमियों, को सम्बोधित करने का प्रयास करती ह ै। यह एक ऐसा स्थान ह ैजहाँ कई लोगों 
के साथ चर्चा के माध्यम से विचार उत्पन्न होते हैं और विकसित होते हैं । मथै स्पेस को आप mathspace@apu.edu.in पर लिख सकते हैं ।

अनुवाद : मलेोडी खलखो     पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता     कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय

ध्यान दें कि जब हम इस विधि से गणुा करते हैं, तो पहले 
केवल अकं-दर-अकं गणुा होता ह,ै जिसमें कोई जोड़ 
नहीं होता और इसलिए गणुा के बीच में कोई हासिल या 
पनुर्समहून नहीं होता ह ै। और एक बार जब सारा गणुा परूा हो 
जाता ह ैतब हम जोड़ते हैं । इसीलिए यह पिछली प्रक्रिया की 
तरह लिखित प्रक्रिया ही ह ै। लेकिन बार-बार गणुा फिर जोड़, 
फिर गणुा, फिर जोड़ पर आए-जाए बग़ैर । और 0 के स्थान 
पर (स्थान भरने के लिए) कोई ‘×’ नहीं होता ।

हालाँकि, शकै्षिक दृष्टि से दखेें तो शरुुआत बड़ी जाली से 
करनी चाहिए और उसके बाद तीर कार्ड के माध्यम से छोटी 
जाली पर आना चाहिए । इस पत्रिका के मार्च 2024 के अकं 

चित्र-11

वास्तविक जीवन में ख़दु हाथ से गणुा करने की ज़रूरत निश्चित रूप से कम हो गई ह ैऔर इसका श्रेय तकनीकी को जाता ह ै। 
लेकिन स्कू ल में और बोर्ड परीक्षाओ ंमें, विद्यार थ्ियों को बड़े अकंों की संख्याओ ंका गणुा हाथ से ही करना पड़ता ह ै। प्रतिशत 
और क्षेत्रमिति के विभिन्न सवालों में ऐसे गणुा की आवश्यकता पड़ सकती ह ै। हमें उम्मीद ह ैकि यह विधि मानक विधि की 
तलुना में गणुा करने में आसानी लाएगी ।

References
1.	 Initiating multiplication (ppt): https://bit.ly/3L8CGgs 
2.	 Lattice multiplication (ppt): https://bit.ly/3W6NjGY
3.	 Flats-Longs-Units (review): https://bit.ly/3RM3W87

में हमने इस बात की समीक्षा की थी कि कुछ 2D बेस-10 
ब्लॉक यानी फ्लैट्स-लॉन्ग्स-यनूिट्स (FLU) दो अकंों से दो 
अकंों वाली संख्या के गणुा के लिए काफ़ी मददगार होती हैं । 
लेकिन बड़ी संख्याओ ंके लिए रेखाए ँखींचने और उनको 
प्रतिच्छेद करने वाले बिन्दुओ ं की संख्या गिनने से मदद 
मिलती ह ै। दहाइयों और इकाइयों में अन्तर करने के लिए 
रेखाओ ंको तयशदुा रंग से रंगना चाहिए, वग़ैरह-वग़ैरह । द्वि-
आयामी तालिका के विकर्णों को प्रत्येक प्रतिच्छेदी बिन्दु 
की संख्याओ ंको गिनकर भरा जा सकता ह ै। उदाहरण के 
लिए इसे हम 379 × 825 से समझते हैं (चित्र-11) । (गणुन 
के लिए प्रतिच्छेदी रेखा खींचने के तरीक़े को जाली विधि 
(lattice method) के नाम से भी जाना जाता ह ै।)
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र्च 2024 के अकं में प्रकाशित इस लेख के प्रथम भाग में हमने फर्मी 
समस्याओ ंके बारे में जाना और इसके कुछ उदाहरण भी दखे े। 
फर्मी समस्याए ँहमें सीमित जानकारी वाले जटिल सवालों को हल 

करने के लिए कुछ सोच-ेसमझ ेअनमुान लगाने की चनुौती दतेी हैं । हमारे ये 
अनमुान सहज बदु्धि (intuition) और सामान्य ज्ञान (common sense) पर 
आधारित होते हैं, जिसके चलते समस्याए ँप्रासंगिक हो जाती हैं और हम उनसे 
जडु़ पाते हैं । प्राय: वास्तविक जीवन से जड़ुी होने के चलते ये हमें बनुियादी 
गणितीय अवधारणाओ ंको व्यवहार में लाने का मौक़ा दतेी हैं । नतीजतन, कक्षा 
में ये शिक्षण का उपयोगी साधन बन जाती हैं । लेख के इस दसूरे भाग में हम 
कक्षा के लिए उपयकु्त फर्मी समस्याओ ंकी और अधिक मिसालों का विश्लेषण 
करेंगे तथा विद्यार थ्ियों की रुचि और भागीदारी के लिहाज़ से इन्हें प्रस्तुत करने 
के प्रभावी तरीक़ों पर बात करेंगे ।

कक्षा की गतिविधियों की योजना बनाना

जैसा कि हमने पहले भाग में दखेा, फर्मी समस्याओ ंको हल करने में विभिन्न 
रणनीतियाँ, मान्यताए ँव अनमुान शामिल होते हैं । कक्षा में, इन समस्याओ ं
को चर्चा-आधारित गतिविधियों के बतौर करना ​​कारगर होता ह ै। इस तरीक़े 
के लिए चौकस योजना बनाना होता ह ैऔर ऐसी समस्याओ ंका चयन करने  
की ज़रूरत होती ह,ै जो शिक्षार्थी की उम्र ,  स्थानीय सन्दर्भ और गणितीय 
सवालों को हल करने की उसकी तैयारी के लिहाज़ से उपयकु्त हों । इस हिस्से में,  
हम नमनेू के तौर पर ली गई एक गतिविधि को जाँचेंगे-परखेंगे और कुछ सझुाव 
भी देंगे ।

की-वर्ड : फर्मी विधि, अनमुान, रचनात्मक समस्या-समाधान, तर्क
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अनमुान लगान ेकी कला : भाग 2
कक्षा में फर्मी समस्याओ ंका उपयोग
मोहन आर. मा



38 अज़ीम प्रेमजी यनूिवर स्िटी एट राइट एंगल्स, जलुाई 2024

हर अच्छी गतिविधि एक आकर्षक भमूिका के साथ शरुू होती ह ै। चर्चा शरुू करने के लिए, शिक्षक एक ऐसा पहलेीनमुा, 
मनोरंजक या हरैतअगंेज़ सवाल पछू सकते हैं, जिसके जवाब के लिए विद्यार्थियों को अनमुान लगाना पड़े ।

उदाहरण के लिए, इन संकेतों (prompts) पर विचार करें  : 

•• ‘आपकी आखँें एक साल में कितने सेकंड्स के लिए बन्द रहती हैं?’ 

•• ‘यदि आप अपने सिर के सारे बालों के सिरे को सिरे से जोड़कर लम्बाई में बिछाए,ँ तो यह लम्बाई कितनी होगी?’

एक अच्छी भमूिका सरल व स्पष्ट होती ह,ै जो यह सनुिश्चित करती ह ैकि प्रत्येक विद्यार्थी अपने ख़ुद के अन्दाज़े लगाकर और 
उन्हें उचित ठहराकर तरुन्त उसमें रम जाएगा । दिए गए उदाहरणों से, विद्यार्थी यह जानने को उत्सुक हो सकते हैं कि क्या पलक 
झपकना भी इसमें गिना जाएगा, प्रतिदिन वे कितनी दरे तक सोते हैं, उनकी नींद की औसत अवधि क्या ह;ै एक बाल की औसत 
लम्बाई कितनी ह ैया उनके सिर पर कितने बाल हैं । ऐसे सवाल फ़ौरी प्रयोगों (instant experiments) को और भी प्रोत्साहित 
कर सकते हैं!

इसके बाद, शिक्षक विद्यार थ्ियों को सोच-ेसमझ ेअनमुान लगाने और आकलन करने में मार्गदर्शन द ेसकते हैं । इसके लिए पहले 
भाग में प्रस्तुत कुछ मानक उदाहरणों (standard examples) और उनकी समाधान-प्रक्रिया की बात करते हुए फर्मी समस्याओ ं
की अवधारणा का परिचय दिया जा सकता ह ै। एनरिको फर्मी की कहानी पर संक्षिप्त चर्चा भी रोचक और ज्ञानवर्धक हो सकती 
ह ै। इसके बाद, कक्षा को दो-दो या तीन-तीन विद्यार थ्ियों के छोटे-छोटे समहूों में बाँटा जा सकता ह ै। प्रत्येक समहू को हल करने 
के लिए एक विशिष्ट समस्या दी जा सकती ह ै। 

गतिविधि को आगे बढ़ाते हुए शिक्षक समस्या को पढ़कर सनुाएगँे और इस पर चर्चा में मदद करेंगे कि सवाल का मतलब क्या ह ै
और विद्यार्थी इसकी किस-किस तरह से व्याख्या कर सकते हैं । यहाँ इस बात पर चर्चा करना उपयोगी होगा कि सवाल के कई 
जवाब स्वीकार्य हो सकते हैं । विद्यार्थी अपने फ़ौरी अनमुान लगा सकते हैं, जिन्हें उन्हें लिखना होगा । फिर उनसे बेहतर अनमुान 
लगाने की रणनीति बनाने के लिए कहा जा सकता ह ै। इसमें छोटे-छोटे अनमुानों वाली समस्याओ ंकी एक ऐसी शृखंला हो 
सकती ह,ै जिनमें दनैिक जीवन के अनभुवों और सामान्य ज्ञान के आधार पर तर्क  करने व गणना करने की ज़रूरत हो । यह दखेना 
सीखने का एक मलू्यवान अनभुव हो सकता ह ैकि विभिन्न समहू समस्या को कैसे हल कर रह ेहैं और प्रत्येक चरण पर वे क्या 
धारणाए ँबना रह ेहैं । और अगर ऐसी समस्याए ँचनुी जाए ँताकि विभिन्न समहूों द्वारा सवाल को हल करने के लिए अपनाए जा 
रह ेकुछ चरणों को प्रयोगात्मक रूप से सत्यापित किया जा सके (जैसे मापना), तो इससे मदद मिलेगी ।

शिक्षक चर राशियों (variables) को परिभाषित करने और उनके चरणों को बेहतर ढंग से हल करने के सतू्र बनाने में समहूों की 
मदद कर सकते हैं । फिर वे सम्भावित जवाबों की शृखंला  दिखाने के लिए समहूों से उनके अनमुान पछू सकते हैं, और समय-
समय पर कक्षा के साथ सवाल को हल करने के अलग-अलग तरीक़े साझा कर सकते हैं । विद्यार थ्ियों के लिए यह समझना ज़रूरी 
ह ैकि हम परिमाण की कोटि/स्तर का (मोटा-मोटा) क़यास लगा रह ेहैं, न कि एक सटीक संख्या तलाश रह ेहैं, जो कि फर्मी 
समस्याओ ंके सन्दर्भ में सम्भव नहीं ह ै।

विद्यार थ्ियों को उन संख्याओ ंकी पहचान करनी चाहिए, जो जवाब के लिहाज़ से सम्भवतः बहुत छोटी या बहुत बड़ी हैं । इसके 
बाद, उन्हें वे अनमुान लगाने चाहिए जो उन्हें सही जवाब के क़रीब लगते हैं । अन्तिम चर्चा के दौरान, विद्यार थ्ियों को अपनी 
धारणाए ँऔर अपने अनमुान साझा करने चाहिए । वे अपने अनमुानों की तलुना उन्हें मिले जवाबों और उनके द्वारा जटुाए गए 
आकँड़ों / उनके जवाबों के लिए प्रस्तुत प्रमाण से कर सकते हैं । यह चर्चा करना उपयोगी रहगेा कि क्या प्रयोग दोहराए जाने पर 
जवाब बदल सकता ह,ै और कौन-से कारकों की वजह से अलग-अलग जवाब मिल सकते हैं । अन्त में, कक्षा उन खलेु सवालों 
पर चर्चा कर सकती ह,ै जिनसे जाँच के लिए और अधिक सवाल सामने आते हैं ।

नमूने के तौर पर गतिविधि

आइए एक उदाहरण दखेें कि कक्षा के लिए एक आदर्श गतिविधि कैसे सामने आ सकती ह ै। फर्मी समस्याओ ंसे परिचित कराने 
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और विद्यार थ्ियों को समहूों में विभाजित करने के बाद, शिक्षक अब उन्हें समस्या समाधान की गतिविधि में सक्रियता से शामिल 
करते हैं । यह दृश्य 7वीं कक्षा का ह ै।

शिक्षक : अब जब हम यह समझ गए हैं कि फर्मी समस्याए ँक्या होती हैं और उन्हें कैसे हल किया जाता ह,ै तो आपके लिए 
एक सवाल यह रहा : यदि लोग एक-दसूरे का हाथ थामकर खड़े हों, तो मध्य प्रदशे राज्य के चारों तरफ़ एक घरेा बनाने के लिए 
कितने लोगों की आवश्यकता होगी?

(विद्यार्थी फुसफुसाते हैं, कुछ उत्सुक नज़र आते हैं, तो कुछ हैरान ।)

शिक्षक : इससे पहले कि हम अनमुान लगाना शरुू करें, आइए एक आसान समस्या को हल करने का प्रयास करें । मान लीजिए 
कि हम सब एक-दसूरे का हाथ पकड़कर एक-दसूरे के बगल में खड़े हो जाए ँऔर एक वतृ्त बनाए,ँ तो वह वतृ्त कितना बड़ा होगा?

इस सवाल का जवाब दनेे का एक तरीक़ा यह ह ैकि अपनी बाँहों को अपने दोनों ओर परूा फैलाकर ‘T’ का आकार बनाते हुए 
उनकी लम्बाई का पता लगाए ँ। फिर हम इस लम्बाई को कक्षा में विद्यार थ्ियों की संख्या से गणुा कर सकते हैं । इससे हमें वतृ्त की 
परिधि (perimeter) मिल जाएगी । क्या आपको इस विधि में कोई गड़बड़ लगती ह?ै

विद्यार्थी 1 : हाँ सर, दिक़्क़त तो ह ै। कुछ विद्यार थ्ियों के हाथ लम्बे होते हैं इसलिए जवाब इस पर निर्भर करेगा कि किसकी बाँहों 
की लम्बाई ली गई ह ै।

शिक्षक : बढ़िया अवलोकन! मैं एक नापने का फीता लाया हू ँ। आइए हम तरुन्त पाँच बच्चों की बाँहों की लम्बाई नापें और 
जाँचें कि इन लम्बाइयों में कितना अन्तर ह ै।

(शिक्षक लम्बाई नापते हैं और बोर्ड पर लिखते हैं ।)

शिक्षक : जैसा कि आप दखे सकते हैं, हम लम्बाई मीटर में नाप रह ेहैं । नाप किसका लिया गया ह,ै इस आधार पर अन्तिम 
जवाब बदल जाता ह ै। तो, 0.9 मीटर को 25 (व्यक्तियों) से गणुा करने पर 22.5 मीटर आएगा, और 1.1 मीटर को 25 से गणुा 
करने पर 27.5 मीटर आएगा । चूकँि हम अन्ततः एक बहुत बड़ी संख्या की गणना करने जा रह ेहैं इसलिए हम दशमलव या इकाई 
के स्थान की इतनी चिन्ता नहीं करेंगे, केवल दहाई के स्थान की चिन्ता करेंगे । तो मोटेतौर पर कहें तो आपकी बाँहों की लम्बाई 
लगभग 1 मीटर होगी, और इसे विद्यार्थियों की कुल संख्या से गणुा करने पर यह 20-30 मीटर के बीच आएगी, ठीक ह?ै

अब, आइए थोड़े सम्बन्धित, लेकिन अलग सवाल का जवाब दनेे का प्रयास करें : मान लीजिए कि हम अपनी आयताकार 
कक्षा के अन्दर एक-दसूरे के हाथ पकड़कर दीवारों से सटे खड़े हैं । कमरे को परूी तरह से घरेने के लिए कितने विद्यार थ्ियों की 
आवश्यकता होगी?

विद्यार्थी 2 : यह पता करने के लिए हमें कक्षा की परिधि नापनी चाहिए ।

शिक्षक : बिल्कु ल! (यह मानते हुए कि कक्षा एक आयताकार कमरा ह,ै शिक्षक कमरे की लम्बाई और चौड़ाई नापते हैं और 
विद्यार थ्ियों से उसकी परिधि की गणना करने के लिए कहते हैं ।) अब चूकँि हम कमरे की परिधि मीटर में जानते हैं और मानते हैं 
कि प्रत्येक विद्यार्थी की बाँहों की लम्बाई 1 मीटर ह,ै तो हम लम्बाई की इकाई का उल्लेख व्यक्तियों की संख्या के हिसाब से कर 
सकते हैं । यानी कि हम 25 मीटर की जगह 25 व्यक्ति कह सकते हैं ।

क्या आप अनमुान लगा सकते हैं कि स्कू ल की इमारत को घरेने में कितने विद्यार्थी लगेंगे?
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चित्र-1 : लम्बाई नापे बिना विद्यार्थी अनमुान लगाते हैं ।

शिक्षक : आइए, अब हम अपने सवाल को थोड़ा दिलचस्प बनाते हैं । स्कू ल के मदैान को घरेने में कितने लोग लगेंगे? और 
स्कू ल परिसर को घरेने में? और गाँव को घरेने की बात करें, तब कितने लोग लगेंगे?

(विद्यार्थी अनुमान लगाते हैं और अपने तर्क  साझा करते हैं ।)

शिक्षक : क्या आप लोगों को लगता ह ैकि गाँव को घरेने में हमें कोई समस्या होगी? क्या ज़मीन की सतह समतल ह?ै

विद्यार्थी 3 : नहीं, पास में एक झील ह ैऔर कुछ जगहें दसूरों की तलुना में अधिक ऊँचाई पर हैं ।

शिक्षक : हाँ, यह एक ऐसी समस्या ह ैजिसका समाधान हमें फिर से यह मानकर करना होगा कि गाँव के चारों ओर की ज़मीन 
का स्तर समान ह ै। इसके अलावा, जब हम बड़ी दरूियाँ नापते हैं तो यह नाप हमें आमतौर पर किलोमीटर में मिलती ह,ै इसलिए 
हमें उन्हें मीटर में बदलना होगा ।

अब हम अपनी मलू समस्या पर वापस आते हैं, यह मध्य प्रदशे का नक़्शा ह ै। जैसा कि आप दखे सकते हैं कि राज्य की सीमा 
एक वतृ्त की तरह भी नहीं ह,ै इसलिए हमें कुछ मान्यताए ँलेकर राज्य की परिधि की गणना करनी होगी । चूकँि ज़्यादातर लोग 
वयस्क हैं, जिनकी बाँहों की लम्बाई बच्चों की तलुना में अधिक होती ह,ै तो आइए यह भी मान लें कि बाँहों की लम्बाई 1 मीटर 
से 1.5 मीटर के बीच ह ै। इन अतिरिक्त मान्यताओ ंके साथ, आइए अब यह पता करने का प्रयास करें कि राज्य के चारों तरफ़ 
घरेा बनाने में कितने लोगों की आवश्यकता होगी ।

(गतिविधि जारी रहती है ।)

कुछ ज़रूरी सझुाव : 

•• यह गतिविधि विद्यार थ्ियों के लिए अपने लिखित व मौखिक सम्प्रेषण कौशलों का अभ्यास करने का भी एक शानदार अवसर 
ह ै। गतिविधि के अन्त में अकसर विद्यार थ्ियों को अपने निष्कर्षों को अन्य विद्यार थ्ियों के साथ साझा करने में आनन्द आता ह ै। 

•• फर्मी समस्याओ ंको हल करने में अकसर इकाइयों को परिवर्तित करना शामिल होता ह ैऔर इसलिए एक हिसाब-किताब 
रखने की यकु्ति के रूप में विमीय विश्लेषण (dimensional analysis) से परिचित कराना उपयोगी हो सकता ह ै।

•• विद्यार थ्ियों को साधारण कैलकुलेटर उपलब्ध कराने से भी गणना में तेज़ी आ सकती ह ै।
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संक्षेप में, विद्यार थ्ियों से केवल कुछ तकु्के  लगवाने के बजाय एक सगुठित प्रक्रिया के द्वारा उनका मार्गदर्शन करना बेहतर होता 
ह ै। चरण-दर-चरण प्रक्रिया को यहाँ दोहराया गया ह–ै

1.	 प्रश्न से शरुुआत करें और यह सनुिश्चित करें कि हर कोई उसे समझ गया ह ै।

2.	 बिना कोई गणना किए एक मोटा-मोटा अनमुान लगाए ँ।

3.	 रोज़मर्रा के अनभुवों व आकलनों के आधार पर तर्क  और गणना के साथ एक सोचा-समझा अनमुान लगाए ँ।

4.	 चर राशियों को परिभाषित करें और समस्या को हल करने के लिए सतू्र बनाए ँ।

5.	 प्रयोग करें, चीज़ों को नापें, आकलनों को बेहतर बनाने के लिए जानकारी ढँूढ़ें और जवाब के लिए सबसे छोटे, सबसे बड़े 
और सबसे सम्भावित मलू्यों का पता लगाए ँ।

6.	 निष्कर्षों का सारांश दें, सम्भावित त्रुटियों और सीखी गई दिलचस्प बातों को नोट करें, और भविष्य में की जाने वाली  
छान-बीन के लिए दिशा-निर्देश सझुाए ँ।

नीच ेहम आय ुके अनसुार वर्गीकृत, फर्मी समस्याओ ंका एक संग्रह द ेरह ेहैं । इसे इटंरनेट से लिया गया ह ै। अपनी कक्षा के माहौल 
और स्थानीय सन्दर्भों के लिहाज़ से शिक्षक इन समस्याओ ंमें फेरबदल कर सकते हैं ।

4-8 वर्ष आयु वर्ग के लिए फर्मी समस्याएँ

किशोर विद्यार थ्ियों के पास ठोस फर्मी समस्याए ँहोनी चाहिए, जिन्हें वे समझ सकें  और परूा कर सकें  । उन्हें रुकने और अपने 
अनमुानों की जाँच करने के लिए दो अवसरों का चयन करना चाहिए – एक शरुू-शरुू में और दसूरा बीच में । कार्य परूा कर लेने 
के बाद, विद्यार थ्ियों को यह दिखाने के लिए चित्रों, संख्याओ ंया समीकरणों और शब्दों या वाक्यों का उपयोग करना चाहिए कि 
उन्होंने क्या किया और क्या सीखा ।

इस आय ुस्तर के फर्मी सवालों के लिए यहाँ कुछ सझुाव दिए गए हैं ।

1.	 आपकी लम्बाई तक पहुचँने के लिए हमें कितने गटुकों का गट्ठर लगाना होगा?

2.	 इस नोटबकु को ढँकने के लिए कितने स्टिकर चाहिए होंगे?

3.	 इस किताब में कितने विराम चिह्न (या अक्षर आदि) हैं?

4.	 इस हॉल के फ़र्श को कितनी रंगोलियाँ ढँक लेंगी?

5.	 हम एक सप्ताह में कितने केले खाते हैं?

6.	 परेू कमरे में यहाँ से वहाँ जाने के लिए आपको कितनी छलाँगें लगानी होंगी?

7.	 मरेी कलाई पर बिल्कु ल फिट बैठने वाला कंगन बनाने में कितने मोतियों की आवश्यकता होगी?

8.	 इस बर्तन में कितने बड़े चम्मच पानी भरेगा?

9.	 एक मिनट में स्कू ल बस स्टॉप से ​​कितनी कारें गजु़रती हैं?

10.	आप एक मिनट में कितनी बार पलकें  झपकाते हैं? 

9-11 आयु वर्ग के लिए फर्मी समस्याए ँ

अगर इस आय ुवर्ग के विद्यार थ्ियों को इन सवालों में शामिल चीज़ों को छूने और उन्हें उलटने-पलटने दिया जाए, तो वे आमतौर 
पर फर्मी सवालों को बेहतर ढंग से समझते हैं । उन्हें कम-से-कम सवाल में जो पछूा गया ह ैउसे करने की कोशिश करनी चाहिए, 
भले ही उसे परूा करना व्यावहारिक न हो ।
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इस आय ुस्तर के फर्मी सवालों के लिए कुछ नसु्ख़े यहाँ दिए गए हैं ।

1.	 आपकी ऊँचाई, स्कू ल की ऊँचाई, दनुिया की सबसे ऊँची इमारत, माउंट एवरेस्ट और बाहरी अन्तरिक्ष की ऊँचाई के बराबर 
की ऊँचाई प्राप्त करने के लिए एक रुपए के कितने सिक्कों की ज़रूरत होगी?

2.	 आपके वज़न, कार के वज़न, स्कू ल के भवन के वज़न, पथृ्वी के वज़न की बराबरी के लिए कितने अगंरूों की ज़रूरत होगी?

3.	 हॉल में यहाँ से वहाँ तक घमूने के लिए एक रुपए का सिक्का कितनी बार लढु़केगा?

4.	 इस कमरे को भरने के लिए कितने लड्डुओ ंकी ज़रूरत होगी?

5.	 एक-दसूरे का हाथ पकड़कर मध्य प्रदशे के चारों ओर घरेा बनाने के लिए कितने लोगों की ज़रूरत पड़ेगी?

6.	 यदि आप अपने लिए एक दिन में साँस लेने के लिए आवश्यक हवा से भरा हुआ एक टैंक तैयार करते हैं, तो वह टैंक कितना 
बड़ा होगा?

7.	 हमारे स्कू ल के मदैान में घास के कितने तिनके हैं?

8.	 एक विद्यार्थी प्रति सप्ताह कितने सेकंड सोता ह?ै

9.	 हमारे स्कू ल की दीवार की परूी लम्बाई घरेने वाला एक भित्तिचित्र /म्युरल बनाने में क्या-क्या (कितना समय, लागत, लोग, 
सामग्री) लगेगा? 

10.	टपकते पानी वाले नल से एक दिन में कितना पानी बर्बाद होता ह?ै

किसी फर्मी समस्या को हल करने में विद्यार्थियों की मदद करना

एक अच्छी फर्मी समस्या विद्यार थ्ियों को ज़्यादा सार्थक गणितीय सवाल पछूने और उन्हें हल करने के लिए प्रेरित करती ह ै। 
उदाहरण के लिए, यदि हम किसी राहत शिविर में लोगों को एक सप्ताह के लिए रखने की लागत पछूें, तो विद्यार थ्ियों को इन 
सवालों के बारे में सोचने की ज़रूरत होगी कि भोजन, कपड़े और अन्य ज़रूरी वस्तुए ँकहाँ से प्राप्त की जाएगँी । इसके साथ ही, 
वे इन चीज़ों को प्राप्त करने, इनका भण्डारण करने और इन्हें एक जगह से दसूरी जगह ले जाने की लागत और उसमें लगने वाले 
समय पर भी विचार करेंगे, जिसमें ज्यामिति, अनपुात सहित विभिन्न अध्यायों से सीखी गई ंअवधारणाए ँशामिल होती हैं ।

इटंरनेट अनेक फर्मी समस्याए ँखोजने का एक बेहतरीन संसाधन ह ै। इन्हें स्थानीय परिवेश के हिसाब से ढाला जा सकता ह ै। साथ 
ही, विद्यार थ्ियों को स्थानीय परिवेश के ऐसे उदाहरणों की याद दिलाना भी उपयोगी होता ह,ै जिनमें फर्मी-क़िस्म के अनमुानों का 
उपयोग किया जाता ह ै। मिसाल के लिए, कोई किसान अपने खते में आम की उपज का अनमुान लगाना चाहता ह,ै कोई मछुआरा 
उसके द्वारा किसी विशषे मौसम में पकड़ी जाने वाली मछली की मात्रा का अनमुान लगाना चाहता ह,ै या एक विक्रे ता त्यौहारी 
मौसम के दौरान ख़रीदारों की संख्या का अनमुान लगाना चाहता ह,ै वग़ैरह । यह भी सझुाव ह ैकि विद्यार्थी अपनी स्वयं की फर्मी 
समस्याए ँबनाए,ँ उन्हें हल करने के तरीक़े ढँूढ़ें और कक्षा में उन्हें साझा करें ।

निष्कर्ष

एनसीएफ़-एसई-2023 में गणित शिक्षा के अन्तर्गत सचूीबद्ध उद्देश्यों में से एक यह ह-ै

“गणित में क्या सच होना चाहिए या क्या नहीं, इसके लिए सहजबोध (intuition) विकसित करना अकसर उतना ही महत्त्वपरू्ण 
होता ह ैजितना कि अधिक औपचारिक ‘काग़ज़-क़लम’ वाला गणित करना । गणित के विभिन्न क्षेत्रों में तर्क  के सामान्य विषयों 
और पैटर्न पर ध्यान केन्द्रित करना, सटीक जवाबों पर काम करने से पहले सही जवाबों का अनमुान लगाना (उदाहरण के लिए, 
‘परिमाण की कोटि’ के सन्दर्भ में), और सदुृढ़ प्रमाणों को सिद्ध करने से पहले अनौपचारिक तर्क -वितर्क  करना, ये सभी ऐसा 
गणितीय अन्तर्ज्ञान विकसित करने के प्रभावी तरीक़े हैं ।”

फर्मी समस्याए ँविद्यार थ्ियों को न केवल अनमुान लगाने के कौशल के सन्दर्भ में अन्तर्ज्ञान के विकास का अवसर प्रदान करती हैं, 
बल्कि उन्हें उनकी गणितीय अभिव्यक्ति को निखारने का अवसर भी दतेी हैं । 
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मोहन आर. अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय में गणित पढ़ाते हैं । मलूतः वे बीजगणि‍तज्ञ हैं और गणित शिक्षा व गणित 
सम्प्रेषण में भी रुचि रखते हैं । वे कर्नाटक के गणित ओलम्पियाड के क्षेत्रीय समन्वयक हैं । 
उनसे mohan.r@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

अनुवाद : मनोहर नोतानी   पुनरीक्षण : सशुील जोशी   कॉपी एडिटर : शहनाज़

विजय रविकुमार, अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय द्वारा सुझाई गई  
एक मज़ेदार फर्मी समस्या :

पथृ्वी पर रहने वाले प्रत्येक व्यक्ति के बारे में सोचें । मान लीजिए कि प्रत्येक व्यक्ति p के सिर 
के बालों की संख्या Hp ह ै। ऐसे सभी Hp का गणुनफल कितना होगा?

जवाब : शनू्य । गणना को आसान बनाने के लिए बस एक गंजा व्यक्ति चाहिए!

इसके अलावा, एनसीएफ़-एसई-2023 में गणित सीखने के सन्दर्भ में मौजदूा चनुौतियों को सचूीबद्ध किया गया ह ै। ये कुछ इस  
प्रकार हैं :

•• “गणितीय सीखना पारम्परिक रूप से रचनात्मक और सौन्दर्यपरू्ण होने की बजाय ज़्यादा ‘यांत्रिक’ व ‘प्रक्रियात्मक’ रहा ह ै। 
यह गणित की प्रकृति की एक मिथ्या प्रस्तुति ह ैजिसे स्कू ली पाठ्यक्रम में ही सम्बोधित किया जाना चाहिए ।

•• अकसर, पाठ्यपसु्तकों में गणितीय अवधारणाओ ंको प्रस्तुत करने वाली सामग्री उस परिवेश से बहुत दरू होती ह,ै जिस 
परिवेश से शिक्षार्थी आते हैं । छोटे बच्चों को ऐसी गणितीय अवधारणाए ँआत्मसात करना आसान लगता ह,ै जो सीध े
उनके अनभुवों से जडु़ी होती हैं । पाठ्यपसु्तकों, कक्षा की गतिविधियों और उदाहरणों को यथासम्भव विद्यार थ्ियों के जीवन 
से प्रेरित और जड़ुा चाहिए ।

•• गणित सीखने-सिखाने में गणितीय खोज के लिए बहुत महत्त्वपरू्ण गणितीय अन्तर्ज्ञान व अनौपचारिक तर्क  के विकास पर 
ज़ोर दिए जाने की बजाय प्रतीकात्मक भाषा और औपचारिक प्रक्रियाओ ंके सटीक और व्यवस्थित उपयोग पर ग़लत और 
विशषे ज़ोर दिया जाता ह ै।

फर्मी समस्याए ँगणित के शिक्षकों को रचनात्मक रूप से ऐसे सार्थक गणितीय प्रश्न पछूने के अवसर प्रदान करती हैं, जिनका 
विद्यार थ्ियों की रोज़मर्रा की ज़िन्दगी से सीधा सम्बन्ध होता ह ै। वे गणित को दखेने और अन्वेषण करने का एक अलग नज़रिया 
पेश करती हैं । हम आपसे आग्रह करते हैं कि आप अपनी कक्षा में कुछ फर्मी समस्याओ ंको आज़माए ँऔर अपने अनभुव हमसे 
साझा करें ।

mailto:mohan.r@apu.edu.in
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मारी दोस्त लॉरी का जन्म वर्ष 1962 में हुआ था और इस साल वे 
62 साल की हो जाएगँी । हमें यह दिलचस्प लगा । हमने उन्हें बताया 
कि यह उनका ‘विशषे वर्ष’ ह ै। फिर हमने सोचा कि हर व्यक्ति अपना 

विशषे वर्ष कैसे पता कर सकता ह;ै यानी वह वर्ष जिसमें उसके जन्म के वर्ष 
के अन्तिम दो अकं उसकी आय ुबताते हों । माना कि किसी का जन्म का वर्ष 
b ह ै। जिनकी रुचि हो वे आगे पढ़ने से पहले ख़ुद इसे पता करने की कोशिश 
कर सकते हैं ।

लॉरी के मामले में, किसी को भी यह काफ़ी आसानी से समझ आ जाता ह ैकि 
उनके ‘विशषे वर्ष’ में उनकी आय ुउनके जन्म के वर्ष (1962) और 1900 के 
बीच के अन्तर के बराबर ह ै। उनका विशषे वर्ष पता करने के लिए हम केवल 
इस अन्तर को (उनके जन्म के वर्ष के अन्तिम 2 अकं) उनके जन्म के वर्ष में 
जोड़ दतेे हैं । इस प्रकार, हम फ़ौरन पता लगा सकते हैं कि चूकँि लॉरी का जन्म 
1962 में हुआ था, इसलिए उनका विशषे वर्ष 1962 + 62 यानी 2024 होगा 
और इस वर्ष वे 62 वर्ष की होगीं ।

साधारणतः, मान लीजिए कि कोई व्यक्ति 1900 और 1999 के बीच वर्ष b में 
जन्मा था । अगर अपने विशषे वर्ष S में किसी व्यक्ति की उम्र a वर्ष ह,ै तो उस 
व्यक्ति के जन्म के वर्ष के अन्तिम दो अकं b − 1900 = a होंगे और चूकँि  
S = b + a ह,ै इसलिए प्रतिस्थापन द्वारा S = b + (b − 1900) होगा । 1949 
में जन्मा व्यक्ति 1998 में 49 वर्ष का होगा, इस प्रकार 1998 उसका विशषे वर्ष 
ह ै। 1900 से 1999 के बीच जन्मे किसी व्यक्ति, जिसकी उम्र a वर्ष ह,ै के विशषे 
वर्ष S की गणना 1900 + 2a से की जा सकती ह ै। चूकँि 1900 और 2a दोनों 
ही सम संख्याए ँ(even numbers) हैं, इसलिए विशषे वर्ष S, हमशेा कोई सम 
संख्या वाला साल होना चाहिए । (दखेें चित्र-1)
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चित्र–1 : लॉरी का विशषे वर्ष 

इसके अलावा, यदि उनका विशषे वर्ष S ह,ै तो उनकी आय ुa =  S −1900
2

 
होगी ।  

की-वर्ड : आय,ु पैटर्न, रिश्ता 
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जेम्स मेट्ज़ और ब्रैड युई ह

विशषे वर्ष
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1900 में जन्मे व्यक्ति के लिए, उनके जन्म का वर्ष यानी 1900, विशषे वर्ष होगा । 2000 से 2099 के बीच जन्मे व्यक्ति का विशषे 
वर्ष S = b + (b – 2000) होगा । यदि 1900 से 1999 के बीच जन्मे व्यक्ति का विशषे वर्ष S1 ह ैऔर 2000 से 2099 के बीच 
जन्मे दसूरे व्यक्ति का विशषे वर्ष S2 ह,ै तो उन दोनों का विशषे वर्ष एक ही ह,ै अर्थात यदि S1 = S2 ह,ै तो b1 + (b1 – 1900) 
= b2 + (b2 – 2000) होगा,

इसलिए b2 – b1 = 50, और इस प्रकार a1 – a2 = 50 होगा । 

सामान्य तौर पर, कहा जा सकता ह ैकि यदि दो अलग-अलग लेकिन एक के बाद आने वाली सदियों में जन्मे दो व्यक्तियों की उम्र 
का अन्तर 50 वर्ष ह,ै तो उन दोनों का विशषे वर्ष एक ही होगा । इस प्रकार, लॉरी (या 1962 में जन्मे सभी लोगों) और 2012 में 
जन्मे सभी लोगों का विशषे वर्ष 2024 होगा । ये कॉमन एरा (जिसे ईसवी सन भी कहते हैं) में विशषे वर्ष होते हैं । (दखेें चित्र-2)
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चित्र–2 : साझा विशषे वर्ष

पायथागोरस का जन्म 570 ई.प.ू में हुआ था । अपने विशषे वर्ष में वे a वर्ष के थे, इसलिए उनके जन्म के साल के अन्तिम दो अकं 
b − 500 = a होते । चूकँि S = b − a, इसलिए प्रतिस्थापन से, S = 500 होता । ह ैन आश्चर्य की बात! केवल पायथागोरस 
ही नहीं, बल्कि 599 से 500 ई.प.ू के बीच पैदा हुए सभी लोगों का विशषे वर्ष एक ही यानी 500 ई.प.ू होता । ज़ाहिर ह ैईसवी 
(कॉमन एरा) से पहले पैदा हुए किसी भी व्यक्ति को यह पता नहीं होगा कि उनका कोई विशषे वर्ष ह,ै जब तक कि वे 1 ईसवी के 
बेंचमार्क  का उपयोग न करते, जैसा कि हम करते हैं । (दखेें चित्र-3)
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चित्र-3 : पायथागोरस के लिए विशषे वर्ष

जेम्स मेट्ज़ गणित के एक सेवानिवतृ्त प्रशिक्षक हैं । वे हर साल एक महीने के लिए टीचर्स एक्रॉस बॉर्डर्स – दक्षिणी 
अफ़्रीका में स्वेच्छा से सेवा प्रदान करते हैं । उन्हें गणित के सवालों को हल करने में आनन्द आता ह ै। जेम्स से  
metz@hawaii.edu पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।

ब्रैड युई ख़ूबसरूत हवाई के निवासी हैं । वे एक रचनात्मक और ख़ुशमिजाज़ शिक्षक हैं । उन्होंने 15 वर्षों तक गणित और 
अगँ्रेज़ी पढ़ाने का काम किया ह,ै और उन्होंने टीचर्स एक्रॉस बॉर्डर्स – दक्षिणी अफ़्रीका के साथ स्वेच्छा से 8 यात्राए ँकी 
हैं । वे वर्तमान में ओआहू के कामहेामहेा स्कू ल कपालामा में बीजगणित-1 पढ़ाते हैं, यह हवाई के दशेज बच्चों की सेवा 
के लिए समर्पित एक शकै्षणिक संस्थान ह ै। दिल बहलाने के लिए ब्रैड को पढ़ना, टेनिस खलेना, खाना पकाना और कॉफ़ी 
पीना पसन्द ह ै। ब्रैड से Brad.uy@gmail.com पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।   

अनुवाद : प्रियेश गपु्ता   पुनरीक्षण : सशुील जोशी   कॉपी एडिटर : शहनाज़

विशषे वर्ष

विशषे वर्ष

साल

साल

mailto:metz@hawaii.edu
mailto:Brad.uy@gmail.com
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जगणितीय टाइल्स दिव्िमीय आधार आधार-10 ब्लॉक्स का 
सामान्य रूप हैं । ये फ्लैट्स-लॉन्ग्स-यनूिट्स (flats-longs-
units) या एफ़एलय ू(FLU) के नाम से लोकप्रिय हैं । एट राइट 

एगंल्स के मार्च, 2024 अकं में इनकी समीक्षा की गई थी [5] । आसान शब्दों 
में कहें तो, दस का सामान्यीकरण “x” के रूप में निम्नांकित ढंग से होता ह,ै 
जिससे तीन बनुियादी बीजगणितीय टाइलें बनती हैं (अनशुसंित माप : x → 2 
इचं और 1 → 2 सेमी) :

•• बड़ा वर्ग, यानी फ्लैट या 100, x² बन जाता ह ै(x × x या 2 इचं × 2 इचं)

•• आयत, यानी लॉन्ग या 10, x बन जाता ह ै(x × 1 या 2 इचं × 2 सेमी)

•• छोटा वर्ग, यानी यनूिट या 1 वैसा ही रहता ह ै(1 × 1 या 2 सेमी × 2 सेमी) 

लेकिन एक महत्त्वपरू्ण अन्तर यह ह ैकि बीजगणितीय टाइलें दो (अलग-अलग) 
रंगों में आती हैं ताकि धनात्मक और ऋणात्मक रूपों, यानी कि x² और -x², 
x और -x, 1 और -1 को दर्शाया जा सके, जैसा कि चित्र-1 में दिखाया गया 
ह ै। अधिकांश आभासी [virtual] (और ऑनलाइन) रूप माप के आधार पर 
धनात्मक टाइलों को अलग-अलग रंगों में दिखाते हैं, लेकिन सभी ऋणात्मक 
टाइलों को एक ही रंग में दिखाते हैं । तार्कि क नज़रिए से दखेें तो, यदि सभी 
ऋणात्मक टाइलें एक ही रंग की हैं, तो सभी धनात्मक टाइलें भी एक ही रंग 
की होनी चाहिए । मथैिगोन पॉलीपैड (Mathigon Polypad) में आप सभी 
धनात्मक टाइलों को समान रंग का बना सकते हैं (चित्र-1) । एक और विकल्प 
यह ह ै कि टाइलों को दतुरफ़ा 
(double-sided) बनाया जाए 
ताकि उनके एक तरफ़ की सतह 
धनात्मक टाइल को दर्शाए, 
जबकि दसूरी सतह ऋणात्मक 
टाइल को । दतुरफ़ा टाइलों के 
कई फ़ायद ेहैं, जैसे कि : 

1.1 इन्हें ऐसे किसी भी डिब्बे से आसानी-से बना सकते हैं, जिसकी अन्दर की 
सतह बाहरी सतह से स्पष्ट रूप से अलग हो । 

2.2 धनात्मक और ऋणात्मक टाइलों के लिए दो अलग-अलग सेट बनाने की 
बजाय टाइलों का एक ही सेट बनाना होता ह ै। 

की-वर्ड  : TLM; मॉडलिग; बीजगणितीय टाइल्स; प्रस्तुतीकरण; गणितीय 
संक्रियाएँ

चित्र-1

स
म

ीक्
षा

बीजगणितीय टाइल्स की समीक्षा
मैथ स्पेस बी
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3.3 शिक्षण के दृष्टिकोण से दखेें, तो ये काफ़ी प्रभावी होती हैं क्योंकि किसी टाइल को पलटने या उलटने से उसका चिह्न धनात्मक 
से ऋणात्मक या ऋणात्मक से धनात्मक में बदल जाता ह ै। इसलिए टाइल को पलटना चिह्न बदलने के समान होता ह ै। यह 
घटाव को समझाने के लिए बहुत उपयोगी होता ह ै।

चूकँि बीजगणितीय टाइलों में ऋणात्मक टाइलें भी शामिल होती हैं, इसलिए परू्णांकों (integers) की समझ बहुत महत्त्वपरू्ण ह ै
(दखेें [6]), ख़ासकर इन बातों की : 

क.	शनू्य-यगु्म (zero-pairs) : 1 और 1-, x और -x, x2 और -x2 जिन्हें ज़रूरत के हिसाब लाया या हटाया जा सकता ह,ै 
क्योंकि ऐसा करने से व्यंजक (expression) नहीं बदलता ।

ख.	किसी राशि को घटाना उस राशि के योज्य प्रतिलोम (additive inverse) को जोड़ने के तलु्य होता ह ै। उदाहरण के लिए, 
13, -7, 5x और -2x2  को घटाना क्रमश: -13, 7, -5x और 2x2 को जोड़ने के समान ही ह ै। 

ग.	 धनात्मक × ऋणात्मक और ऋणात्मक × धनात्मक दोनों ही ऋणात्मक होते हैं । 

घ.	 ऋणात्मक × ऋणात्मक, धनात्मक होता ह ै। 

तीन मापों की इन 6 टाइलों के ज़रिए हम (i) एक चर (variable) वाले (ii) 2 की घात (degree) वाले (iii) परू्णांक गणुांकों 
(integer coefficients) वाले किसी भी बहुपद (polynomial) को दर्शा सकते हैं । चित्र-2 में ऐसे कई बहुपदों को दर्शाया 
गया ह,ै जहाँ नीला रंग धनात्मक टाइलों को और गलुाबी रंग ऋणात्मक टाइलों को इगंित करता ह ै। ध्यान दीजिए कि 4 – x2 
असल में 4 + (– x2) और 5x – 1 दरअसल 5x + (-1) ह ै। इसीलिए हमें ऋणात्मक टाइलों की ज़रूरत होती ह ै। 

चित्र-2
अलबत्ता, सामान्य बीजगणितीय टाइलों से भिन्न संख्याओ ंको नहीं दर्शाया जा सकता । हालाँकि 
मथैिगॉन पॉलीपैड में टाइलों को आधा करके x/4, x2/2, 1/8 आदि को दर्शाया जा सकता ह ै। 
लेकिन टाइलों को केवल आधा (आड़े या खड़े में) किया जा सकता ह ै। इसलिए x/3, x2/5, 6/1 
आदि को दर्शाना सम्भव नहीं ह ै(चित्र-3) ।   

FLU और बीजगणितीय टाइलों के बीच एक और महत्त्वपरू्ण अन्तर यह ह ै कि बीजगणितीय 
टाइलों में लेन-दने नहीं किया जा सकता । FLU के मामले में, यह एक जाना-माना तथ्य ह ैकि 
10 इकाइयाँ मिलकर एक लॉन्ग बनाती हैं और 10 लॉन्ग्स मिलकर एक फ्लैट बनाते हैं । हालाँकि 
बीजगणितीय टाइलों के मामले में, चूकँि x एक अज्ञात राशि ह ैया इसके कई मान हो सकते हैं 
और हम नहीं जानते कि कितने 1 मिलकर x के बराबर हैं । इसलिए टाइलों के बीच किसी तरह 
का लेन-दने नहीं हो सकता । यह ऐसा ही ह ैजैसे कि किसी बहुपद के पदों को एक पद में नहीं 
बदला जा सकता । इस प्रकार, टाइलों का उपयोग इस अवधारणा को पख़ु्ता करता ह ैकि बहुपदों, जैसे कि 3x2 -2x – 5 को 
और सरलीकृत नहीं किया जा सकता । 

जब हम बीजगणितीय टाइलों का उपयोग करके बहुपदों को दर्शाते हैं, तो कुछ चीज़ें अपने-आप स्पष्ट हो जाती हैं : 

•	 x2  को ‘x का वर्ग’ क्यों कहते हैं और यह ज्यामितीय वर्ग से कैसे सम्बन्धित ह ै। 

चित्र-3
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•	 x2 और 2x  के बीच का अन्तर । चूकँि x2  यानी कि x × x  को एक वर्गाकार टाइल से दर्शाया जाता ह ैऔर 2x  यानी कि x 
+ x को दो आयताकार टाइलों से । 

•	 समान पदों की अवधारणा – एक ही माप की टाइलों को गिना जा सकता ह,ै यहाँ तक कि शनू्य-यगु्मों (zero pairs) को 
हटाया भी जा सकता ह,ै लेकिन अलग-अलग मापों की टाइलों को मिलाकर एक पद के रूप में व्यक्त नहीं किया जा सकता ।

चूकँि x और 1 के बीच का सम्बन्ध अज्ञात ह,ै इसलिए बीजगणितीय टाइलों के ज़रिए दो बहुपदों की तलुना करने का कोई तरीक़ा 
नहीं ह ै। अलबत्ता, हम दो बहुपदों का जोड़ या घटाव कर सकते हैं, बशर्ते कि उन्हें टाइलों द्वारा दर्शाना सम्भव हो । 

शनू्य यगु्मों को हटाने पर

चित्र-4

बीजगणितीय टाइलों का उपयोग करके बहुपदों को जोड़ने के नियम वही हैं, जो FLU का इस्तेमाल करके परू्ण संख्याओ ंको 
जोड़ने के हैं : 

1.	 प्रत्येक बहुपद को टाइलों के माध्यम से दर्शाए ँ। 

2.	 समान माप वाली टाइलों को मिला दें और शनू्य यगु्मों को हटा दें । 

3.	 शषे टाइलें योगफल को दर्शाती हैं । 

इसी तरह घटाव यानी p(x) – q(x) के चरण हैं : 

1.	 बहुपद p(x) – q(x)  को टाइलों के माध्यम से दर्शाए ँ। 

2.	 - q(x) को दर्शाने के लिए q(x) की टाइलों को पलट दें । 

3.	 p(x) और -q(x) को जोड़ें, यानी कि समान माप की टाइलों को मिला दें और शनू्य यगु्मों को हटा दें । 

4.	 शषे टाइलें p(x) – q(x) = p(x) + [-q(x)] को दर्शाती हैं ।

चित्र-5

शनू्य यगु्मों को हटाने पर
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p(x) – q(x) को एक अन्य तरीक़े  से भी किया जा सकता ह,ै जो परू्ण संख्याओ ं(whole number) के लिए इस्तेमाल किए गए 
तरीक़े  जैसा ही ह ै: 

1.	 बहुपद p(x) को टाइलों के माध्यम से दर्शाए ँ। 

2.	 मान लें कि कोई बहुपद q(x) ह ै। 

3.	 p(x) में ज़रूरत के अनसुार शनू्य-यगु्म जोड़ें ताकि q(x) को घटाने (यानी कि x2, -4x और 5 को हटाने) के लिए पर्याप्त 
राशि हो । 

4.	 q(x) को p(x)  में से घटाए,ँ यानी कि ऊपर बताए तरीक़े  से टाइलों को हटाए ँ। जो बचता ह ैवह p(x)  – q(x) को 
दर्शाता ह ै। 

     (2x2 – 3x – 1) – (x2 – 4x + 5) = x2 + x – 6 
आवश्यक शनू्य-यगु्मों को जोड़ने और q(x) को हटाने के बाद

चित्र-6

चित्र-4 दो बहुपदों के जोड़ को दर्शाता ह ैऔर चित्र-5 व 6 दो बहुपदों के घटाव को दर्शाते हैं । 

हालाँकि, यह काफ़ी कठिन हो सकता ह ैक्योंकि इसमें एक से अधिक प्रकार के शनू्य-यगु्मों (1 और -1, x और −x, x2 और −
x2) की ज़रूरत हो सकती ह ै। इसके अलावा, जैसा कि हमने ऊपर बिन्दु ख में बताया था कि किसी पद को घटाना उसके योज्य 
प्रतिलोम को जोड़ने के बराबर होता ह,ै तो प्रत्येक घटाव को एक प्रकार का जोड़ माना जा सकता ह ै। इसलिए, q(x) को पलटना 
बहुपद के घटाव को समझने का आसान विकल्प ह ै।

Step 2Step 1 Step 3चरण 1

व्यवस्था

गणुनफल
चित्र-7

शनू्य यगु्म 
 (2x2 +7x − 4) हटाने 

के बाद गणुनफल

चरण 2 चरण 3

गणुा व भाग के लिए बीजगणितीय टाइलों का उपयोग अधिकतम 2 की घात वाले बहुपदों के लिए ही किया जा सकता ह ै। 
बीजगणितीय टाइलों का इस्तेमाल करके दो रैखिक बहुपदों (linear polynomials) का गणुन 2 अकंों वाली संख्या के गणुन 
के समान ही होता ह ै। चित्र-7 के चरण 2 ‘गणुनफल’ में बड़े और छोटे वर्गों और क्षैतिज और ऊर्ध्वाधर आयतों वाले चार क्षेत्रों 
को दखेें । गणुा करने के चरण इस प्रकार हैं :

1.	 गणुा किए जाने वाले बहुपदों में से एक को दर्शाने वाली बीजगणितीय टाइलों को बाए ँकिनारे पर और दसूरे बहुपद को 
दर्शाने वाली टाइलों को ऊपरी किनारे पर जमाए ँ।

2.	 प्रत्येक टाइल की प्रत्येक विमा (dimension) का किनारों के साथ मिलान करते हुए क्रमविन्यास (array) को भरें ।

3.	 शनू्य-यगु्मों को हटा दें (गणुनफल में शनू्य-यगु्म कहाँ हो सकते हैं? चित्र-8 दखेें) । 
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चित्र-8 उच्चतम घात के पदों को धनात्मक रखते हुए चिह्नों (धनात्मक व ऋणात्मक) के संयोजनों को दर्शाता ह ै। इसमें इस 
बात पर ध्यान केन्द्रित किया गया ह ैकि चिह्न आपस में कैसे क्रिया करते हैं । उन स्थितियों पर ध्यान दें जिनमें शनू्य-यगु्म होते 
हैं । इन चारों स्थितियों के बीच की समानताओ ंऔर विभिन्नताओ ंपर ग़ौर करें । मध्य पद के गणुनखण्डन (middle term 
factorization) के लिए यह समझना महत्त्वपरू्ण ह ै। और हाँ, बीजगणितीय टाइलें इसे समझने में काफ़ी अच्छे से मदद से करती 
हैं!

चित्र-8

बीजगणितीय टाइलों के माध्यम से 2 की घात वाले बहुपद में 1 की घात वाले बहुपद से भाग दनेा (चित्र-9) FLU की मदद से 
3 अकंों वाली संख्या में 2 अकंों वाली संख्या से भाग दनेे से भी काफ़ी मिलता-जलुता ह ै। (देखें सन्दर्भ [5])   

चरण 1 : x2  के लिए टाइलें रखें और आशंिक भागफल के रूप में 2x प्राप्त करें । x और -x के तीन शनू्य-यगु्म लाए ँऔर इस चरण 
को परूा करें । बचगेा 3x−3 (चित्र-10) ।

चरण 2 : x टाइलें रखें और बच ेहुए आशंिक भागफल के रूप में 3 प्राप्त करें । 1 और -1 के नौ शनू्य-यगु्म लाए ँऔर इस चरण 
को परूा करें । यहाँ 9 शषेफल होगा और 2x + 3 भागफल (चित्र-11) ।

ध्यान दें कि अन्त में भाज्य (dividend) दो भागों में ह–ै क्रमविन्यास (array) और शषेफल, यानी कि 

चित्र-9

Step 1

चित्र-10

चरण 1

x और –x के 3 शनू्य-यगु्म लाए गए
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भाज्य =  क्रमविन्यास + शषेफल = भाजक × भागफल + शषेफल, ठीक वैसे ही जैसे कि FLU में होता ह ै(चित्र-11) 

Step 2

चित्र-11

चरण 2

1 और -1 के 9 शनू्य-यगु्म लाए गए 

भाजक

शषेफल
भा

गफ
ल

इसके अलावा, बीजगणितीय टाइलों का 
इस्तेमाल सभी द्विघात सर्वसमिकाओ ं
(quadratic identities) को दर्शाने के लिए 
किया जा सकता ह ै: 

•	 (a + b)2 और सम्बन्धित 

•	 (a – b)2 और सम्बन्धित

•	 (a + b) (a – b)

•	 (a + b)2 + (a – b)2

•	 (a + b)2 – (a – b)2

तो जहाँ तक बहुपदों की बात ह,ै बीजगणितीय टाइलें इन्हें समझने में काफ़ी मददगार हैं । हालाँकि भौतिक (या आभासी) टाइलों 
का माप निश्चित होता ह ै। इसलिए यह समीकरणों को समझने के लिए अच्छी नहीं होतीं । बीजगणितीय टाइलों का उपयोग करके 
रैखिक व एक चर वाले द्विघातीय समीकरणों की पड़ताल करना सम्भव हो सकता ह ै। पर इसकी गहराई से छान-बीन करना अभी 
बाक़ी ह ै।

बीजगणितीय टाइलों के कुछ संस्करणों में एक और चर y व तीन और माप की टाइलें शामिल होती हैं, जैसे कि y2, xy और y 
(चित्र-12) । इनसे दो चर वाले बहुपदों को दर्शाया जा सकता ह,ै लेकिन घात और गणुांक की सीमाए ँपहले ही की तरह बनी 
रहती हैं । अभी तक हम यह नहीं जाँच पाए हैं कि क्या ये विस्तारित बीजगणितीय टाइलें, विशषेकर x और 1 के साथ y, दो चरों 
वाले रैखिक समीकरणों के यगु्म (simultaneous linear equations) को समझाने में मदद कर सकती हैं ।

3 की घात वाले बहुपदों को घनाभों (cuboids) के माध्यम से दर्शाया जा सकता ह ै। लेकिन यह काफ़ी मशु्किल होगा और 
निश्चित रूप से इसके लिए घनाभों के दो सेट की आवश्यकता होगी– धनात्मक और ऋणात्मक –क्योंकि 3-विमाओ ंवाली चीज़ों 
में ‘पलटने’ का फ़ायदा नहीं मिल पाता । इसके अलावा, घनाभ शिक्षण-सम्बन्धी ऐसा कोई अतिरिक्त लाभ प्रदान नहीं करते, जो 
इस प्रयास को उचित ठहराए ।

अन्तिम बात, यदि विद्यार्थी FLU से परिचित न हों तो भी बीजगणितीय टाइलों से उनका परिचय कराना बिलकुल ठीक ह ै। ये 
टाइलें FLU का सामान्यीकरण हैं और FLU के इस्तेमाल के बाद बीजगणितीय टाइलों का उपयोग यह समझने में मदद कर 
सकता ह ैकि परू्ण संख्याए ँमहज़ ‘10 के आधाार वाले बहुपद’ हैं, जिनके अकं गणुांक के रूप में होते हैं । लेकिन बीजगणितीय 
टाइलों के इस्तेमाल से पहले FLU से परिचित होना कोई ज़रूरी शर्त नहीं ह ै। हालाँकि, बीजगणितीय टाइलों के साथ काम करने 
से पहले परू्णांकों के लिए रंगीन काउंटरों के इस्तेमाल से वाक़िफ़ होना आवश्यक ह ै(देखें सन्दर्भ [6]) ।

चित्र-12
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मैथ स्पेस अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय की गणित प्रयोगशाला ह,ै जो स्कू लों, शिक्षकों, अभिभावकों, बच्चों और स्कू ली शिक्षा में कार्य करने वाले 
ग़ैर-सरकारी संगठनों व शिक्षक प्रशिक्षकों को सेवाए ँप्रदान करती ह ै। यह गणित की विभिन्न शिक्षण सहायक सामग्रियों की पड़ताल करती ह ैऔर 
उनके उपयोग की सम्भावनाओ ंके साथ-साथ कबाड़ से उनके कम लागत के संस्करणों को बनाने की सम्भावनाओ ंको भी तलाशती ह ै। यह गणित 
से डरने वालों या नफ़रत करने वालों के साथ-साथ गणित प्रेमियों को भी सम्बोधित करने की कोशिश करती ह ै। यह एक ऐसी जगह ह ैजहाँ नए विचार 
पैदा होते हैं और कई लोगों के साथ चर्चा के फलस्वरूप विकसित होते हैं । मथै स्पेस से mathspace@apu.edu.in पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै। 

अनुवाद : कविता तिवारी   पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्ता     कॉपी एडिटर : शहनाज़

सवाल को उलटा करके देखना!
अगर हम विभिन्न प्रकार के चतुर्भुजों – जैसे वर्ग, आयत, समचतुर्भुज, समान्तर चतुर्भुज, पतंग, समलम्ब चतुर्भुज, 

समद्विबाहु समलम्ब चतुर्भुज, अवतल पतंग (dart) आदि पर विचार करें, तो हम आसानी-से बता सकते हैं कि इनमें से 
प्रत्येक प्रकार में किस तरह की सममिति होती ह ै। उदाहरण के लिए, समचतुर्भुज और आयत, दोनों में रैखिक सममिति 

और क्रम 2 की घूर्णन सममिति होती ह ै।

लेकिन यदि हम सवाल को उलट दें, तो क्या होगा :

1.	 अगर किसी चतुर्भुज में रैखिक सममिति ह,ै तो वह किस प्रकार का चतुर्भुज ह?ै

2.	 अगर किसी चतुर्भुज में घूर्णन सममिति ह,ै तो वह किस प्रकार का चतुर्भुज ह?ै

सवाल को उलटकर दखेने से गणितीय पड़ताल की गंुजाइश पैदा होती ह,ै जिससे विद्यार थ्ियों को अवलोकन, दस्तावेज़ीकरण 
और विश्लेषणात्मक क्षमताओ ंको विकसित करने के अवसर मिलते हैं । साथ ही इससे उनकी अवधारणात्मक समझ भी 

बेहतर होती ह ै। हम पाठकों को आमंत्रित करते हैं कि वे अपने जवाब हमें AtRightAngles.editor@apu.edu.in पर 
भजेें । हम इस बारे में अपने विचार नवम्बर,2024 के अंक में प्रस्तुत करेंगे!

mailto:mathspace@apu.edu.in
mailto:AtRightAngles.editor@apu.edu.in
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पीछे दिए गए पोस्टर के मतुाबिक़ पतंगें 11 प्रकार (समचर्तुभजु के अलावा) की होती हैं ।

यह पोस्टर आपके विद्यार थ्ियों को पंतग के इन 11 प्रकारों से दोस्ती करने में मदद करेगा । विद्यार थ्ियों को इसका अध्ययन 
करने और K1, K2… K11 में से प्रत्येक पतंग के गणुों को खोजने के लिए समय दें । कुछ महत्त्वपरू्ण बिन्दु नीच ेदिए 
गए हैं । चर्चा के दौरान विद्यार्थी निश्चित रूप से इन या अन्य बिन्दुओ ंके बारे में बताएगँे, अगर वे नहीं बताते हैं, तो अपने 
विवेक के अनसुार इन्हें साझा करें ।

क. सममिति रेखा के दोनों ओर

प����

बराबर माप के कोण बा�� के कोण

���क कोण

समकोण

������� ��

बराबर के ���क कोण � ��सरा ���क कोण � �

बराबर के ���क कोण � ��सरा ���क कोण � �

बराबर के ���क कोण � ��सरा ���क कोण � �

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण ��

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण ��

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण ��

समकोण���� कोण ��

���क कोण���� कोण

���क कोण���� कोण

���क कोण�समकोण ���

���क कोण����क कोण ���

���क कोण���� कोण ��

��� कोण

समचतरु्भुज के लिए दो सम्भावनाए ँ:

i.	 अधिक कोण-न्यून कोण, अर्थात एक ग़ैर-वर्गाकार समचतरु्भुज

ii.	 समकोण, अर्थात वर्गाकार

ख. दो समद्विबाहु त्रिभजों के योग के रूप में

प����

��� कोण ��� कोण-  K१

समकोण-��� कोण K२

���क कोण ���क कोण-  K११

���क कोण  - K१०समकोण
बराबर के ��� कोण

बराबर के समकोण K६

���क कोण-��� कोण

सम��बा� ����� बराबर माप के कोण बराबर के  ���क कोण � ��सरा ���क कोण K�

बराबर के  ���क कोण � ��सरा ���क कोण K�

बराबर के ���क कोण � ��सरा ���क कोण K�

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण K�

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण K�

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण K�

���क कोण-��� कोण

समचतरु्भुज : विकर्ण के चयन के आधार पर अधिक कोण-अधिक कोण या न्यून कोण-न्यून कोण ।

वर्ग : समकोण-समकोण ।

की-वर्ड : समचतरु्भुज, पतंग, गणु, कोण, वर्गीकरण, जाँच-पड़ताल

टि
य

र 
आ

उट

पतगं परिवार :  
एक वंशवकृ्ष की जाचँ-पड़ताल!
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ग. कोण के आधार पर

यह वर्गीकरण हूबहू ‘क’ जैसा ही होता ह ै।

K6 एक मात्र चक्रीय पतंग ह ैजिसके चारों शीर्ष एक वतृ्त पर स्थित हैं ।

घ. विकर्ण के आधार पर

बराबर के ���क कोण

बराबर के समकोण K६

बराबर के ��� कोण

�����

बराबर के ���क कोण � ��सरा ���क कोण K�

बराबर के ���क कोण � ��सरा ���क कोण K�

बराबर के ���क कोण � ��सरा ���क कोण K�

बराबर के  ��� कोण � ��सरा ��� कोण K�

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण K�

बराबर के ��� कोण � ��सरा ��� कोण K�

K1, K2... K6 के मामले में पतंग को दो भागों में विभाजित करने वाला विकर्ण लम्बा ह ै।

K8 (यदि वर्गाकार न हो), K9 … K11 में विकर्ण छोटा ह ै।

K7 बराबर के न्यून कोण > ततृीय न्यून कोण के साथ, ABCD, PQRS, XYZW चतरु्भुज हैं ।

C. Angle-wise 

Classification identical to A.  

K6 is the only cyclic kite with all four vertices on a circle 

D. Diagonal-wise 

Halving diagonal longer for K1, K2… K6 
Halving diagonal shorter for K8 (unless square), K9… K11 

ABCD, PQRS, XYZW are K7 with equal acute angles > 3rd acute ones 

QS = 4 > PR = 3.68       BD = AC = 4      YW = 4 < XZ = 4.4 

Proof: 

Consider kite ABCD with AB = BC and AD = DC such 
that diagonals AC = BD intersect at O.  

To show: ∠BCD < 90°  

Construct circle with diameter BD. 

Let the circle intersect OC at X. ∠BXD = 90° since it 
is an angle in a semicircle. 
∠BCO + ∠XBC = ∠BXO (exterior angle equals sum 
of two opposite interior angles) 
⇒∠BCO < ∠BXO
Similarly, ∠DCO < ∠DXO 
∴ ∠BCD = ∠BCO + ∠DCO < ∠BXO + ∠DXO = ∠BXD = 90° 

kites

a < c< b K1

a = c< b K2

c < a< b

equal angles obtuse

Equal obtuse > 3rd obtuse K3

Equal obtuse = 3rd obtuse K4

Equal obtuse < 3rd obtuse K5
equal angles right K6

equal angles acute 

Equal acute > 3rd acute K7

Equal acute = 3rd acute K8

Equal acute < 3rd acute K9

c < a= b K10

c < b < aK11

 

चित्र-1
प्रमाण (Proof) :

AB = BC और AD = DC वाली पतंग ABCD पर विचार करें, 
जिसमें विकर्ण AC = BD, बिन्दु O पर काटते हों । 

∠BCD < 90° दर्शाने के लिए BD व्यास वाला वतृ्त बनाइए ।

मान लीजिए यह वतृ्त, रेखा OC को बिन्दु X पर काटता ह ै। ∠BXD = 90° 
क्योंकि यह अर्धवतृ्त में बनने वाला एक कोण ह ै।

∠BCO + ∠XBC = ∠BXO (दो विपरीत आन्तरिक कोणों का योग 
बाह्य कोण के बराबर होता ह)ै

⇒ ∠BCO < ∠BXO

इसी प्रकार, ∠DCO < ∠DXO

∴ ∠BCD = ∠BCO + ∠DCO < ∠BXO + ∠DXO = ∠BXD = 90°

C. Angle-wise 

Classification identical to A.  

K6 is the only cyclic kite with all four vertices on a circle 

D. Diagonal-wise 

Halving diagonal longer for K1, K2… K6 
Halving diagonal shorter for K8 (unless square), K9… K11 

ABCD, PQRS, XYZW are K7 with equal acute angles > 3rd acute ones 

QS = 4 > PR = 3.68       BD = AC = 4      YW = 4 < XZ = 4.4 

Proof: 

Consider kite ABCD with AB = BC and AD = DC such 
that diagonals AC = BD intersect at O.  

To show: ∠BCD < 90°  

Construct circle with diameter BD. 

Let the circle intersect OC at X. ∠BXD = 90° since it 
is an angle in a semicircle. 
∠BCO + ∠XBC = ∠BXO (exterior angle equals sum 
of two opposite interior angles) 
⇒∠BCO < ∠BXO
Similarly, ∠DCO < ∠DXO 
∴ ∠BCD = ∠BCO + ∠DCO < ∠BXO + ∠DXO = ∠BXD = 90° 

kites

a < c< b K1

a = c< b K2

c < a< b

equal angles obtuse

Equal obtuse > 3rd obtuse K3

Equal obtuse = 3rd obtuse K4

Equal obtuse < 3rd obtuse K5
equal angles right K6

equal angles acute 

Equal acute > 3rd acute K7

Equal acute = 3rd acute K8

Equal acute < 3rd acute K9

c < a= b K10

c < b < aK11

 

चित्र-2
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लखे आमतं्रित हैं...
एट राइट एगंल्स भारत की सार्वजनिक शिक्षा प्रणाली में गणितीय 
शिक्षा को समर्पित एक गणुवत्तापरू्ण संसाधन ह ै। इसे विशषेकर 
बनुियादी, प्राथमिक और माध्यमिक पाठशालाओ ं के शिक्षक और 
शिक्षकों के प्रशिक्षकों के लिए तैयार किया गया ह ै।

हम गणित के शिक्षकों, शिक्षाविदों, अभ्यासकर्ताओ ं (प्रैक्टिसनर्स), 
अभिभावकों और विद्यार थ्ियों से लेख आमंत्रित करते हैं । यदि आप 
एक ऐसा मचं तलाश रह े हैं जो ख़ासतौर से लगभग 6-14 साल 
के विद्यार थ्ियों के गणित के सीखने के अनभुव को समदृ्ध करता हो  
और बढ़ाता हो, तो यह पत्रिका आपके लिए ह ै। आपके लेखों का 
स्वागत ह ै।

विषय एवं थीम के लिए सझुाव 
भजेे जाने वाले लेख कक्षा-1 से 8 की पाठ्यक्रम सामग्री पर केन्द्रित 
होना चाहिए । लेखों से अपेक्षा ह ैकि वे :
•	 स्कू ली शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठ्यचर्या की रूपरेखा, 2023 

(NCF-SE-2023) में उल्लेखित विषय और थीम को 
विस्तारपरू्वक समझा सकें  और दर्शा सकें  ।

•	 ख़ासकर NCF-SE-2023 में चर्चित चनुौतियों को सम्बोधित 
करते हों ।

•	 गणितीय इतिहास या गणितीय सोच के इतिहास का प्रमाणित 
विवरण हों ।

•	 विद्यार थ्ियों को प्रशिक्षण और अभ्यास में तल्लीन रखने के लिए 
नवाचारी वर्क शीट या तरीक़ों को शामिल कर सकें  ।

•	 बच्चों के सन्दर्भ में प्रासंगिक, गणित के रोज़मर्रा जीवन में उपयोग 
का वर्णन कर सकें  ।

•	 अन्तःविषय गतिविधियों और परियोजनाओ ं(प्रोजेक्ट) का वर्णन 
कर सकें  ।

•	 पाठ्यक्रम से जडु़ी पहलेियों और खलेों की समीक्षा कर सकें  ।
•	 ऑनलाइन रिसोर्स सहित प्रासंगिक सामग्री के चयन पर मार्गदर्शन 

कर सकें  ।

•	 बनुियादी संख्या ज्ञान के साथ-साथ गणनात्मक सोच के लिए 
शकै्षणिक रणनीतियाँ विकसित कर सकें  ।

•	 विभिन्न शकै्षणिक पद्धतियों को लाग ूकरने में शिक्षकों की सहायता 
कर सकें  ।

•	 टीचर्स लर्निंग मटेैरियल (टीएलएम) की समीक्षा कर सकें  या गणित 
की कक्षा में स्थानीय सन्दर्भ और स्थानीय टीएलएम का उपयोग 
कैसे करें इसके बारे में बता सकें  ।

•	 विद्यार थ्ियों में अवधारणात्मक समझ की खाई को पाटने में सहायता 
करने के लिए सामग्री प्रदान कर सकें  ।

•	 आकलन में आने वाली परेशानियों का समाधान कर सकें  ।
•	 गणित सीखने के दौरान होने वाली ग़लतफ़हमियों को पहचानने 

और समझने के लिए उपाय सझुा सकें  ।
•	 समस्याओ ंकी सचूी, उनके हल पर चर्चा एवं समस्या–समाधान 

की रणनीतियों सहित द ेसकें , जो कि सामान्यतौर पर पाठयपसु्तकों 
में नहीं मिलती ।

बड़े लेखों के अलावा हम छोटे लेखों का भी स्वागत करते हैं जिनमें 
विविध तरह की रोचक सामग्री शामिल हो । जैसे किसी किताब या 
गणित के सॉफ्टवेयर की समीक्षा या गणितीय थीम पर आधारित यट्ूयबू 
की कोई क्लिप । प्रूफ़ विदाउट वर्ड्स (proofs without words), 
गणितीय अन्तर्विरोध (mathematical paradoxes), असिद्धीकरण 
(false proofs) पर आधारित लेख हो सकते हैं । गणितीय विषयों 
पर आधारित कविता, कार्टून या तस्वीरों (photographs) जैसी 
रचनात्मक अभिव्यक्तियों को शामिल करते लेख हो सकते हैं । आप 
किसी गणितज्ञ से जडु़े क़िस्से या ‘हस्तशिल्प में गणित, फ़िल्मों में 
गणित’ जैसे रोचक विषयों पर भी लेख भजे सकते हैं ।

लेख AtRightAngles.editor@apu.edu.in  पर भजेें । 

कृपया आगे दी गई सम्पादकीय नीतियों और दिशा-निर्देशों को भी 
दखेें ।

एट राइट एगंल्स प्रारम्भिक गणित और गणितीय शिक्षा से सम्बन्धित 
मदु्दों पर परू्णत: केन्द्रित पत्रिका ह ै। इसलिए लेखों का प्रयास होना चाहिए 
कि वे गणित के आम मिथकों, धारणाओ ंऔर भ्रान्तियों से परे हों ।

पत्रिका में कहीं और से नक़ल या चोरी करके भजेे गए लेखों के लिए 
बिल्कु ल भी जगह नहीं ह ै। लेखक द्वारा लेख को प्रकाशन के लिए 
भजेे जाने पर माना जाता ह ैकि यह मौलिक ह ैऔर प्रकाशन के लिए 
इस पर किसी भी तरह का क़ाननूी प्रतिबन्ध नहीं ह ै(जैसे किसी अन्य 
का कॉपीराइट स्वामित्व) । लेख में जहाँ भी उपयकु्त हो वहाँ प्रासंगिक 
सन्दर्भ और स्रोतों का उल्लेख किया जाए ।

एट राइट एगंल्स पत्रिका अन्य भारतीय भाषाओ ंमें भी अनदूित होती 
ह ै। इसलिए, अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय को पत्रिका में प्रकाशित सभी 
लेखों का अन्य भाषाओ ंमें अनवुाद और प्रसार करने का अधिकार 
होगा ।

यदि भजेा गया लेख पहले कहीं प्रकाशित हो चकुा ह,ै तो लेखक से 
अनरुोध ह ै कि वे परू्ववर्ती प्रकाशक से अन्यत्र पनुर्प्रकाशन के लिए 
अनमुति अवश्य प्राप्त कर लें । और लेख के अन्त में ‘लेखक का नोट’ 
के तहत इसका उल्लेख करें । इसके अलावा, यह अपेक्षा भी की जाती 
ह ैकि लेखक हमारे रिकॉर्ड के लिए अनमुति पत्र की एक कॉपी लेख 
के साथ भजेें । इसी तरह, यदि लेखक एट राइट एगंल्स  में प्रकाशित 
अपना लेख पनुः प्रकाशन के लिए कहीं और भजे रह ेहैं तो उनसे अपेक्षा 
ह ैकि वे एट राइट एगंल्स को यथोचित श्रेय अवश्य दें ।

एट राइट एगंल्स में विविध तरह के लेखों का स्वागत ह ै। ऐसे लेख जो 
गणुवत्ता की दृष्टि से अच्छे हैं लेकिन इस पत्रिका में प्रकाशन के लिए 
उपयकु्त नहीं हैं, उनका उपयोग लेखक की सहमति से विश्वविद्यालय की 
अन्य पत्रिकाओ ंमें किया जा सकता ह ै।

लेखों को स्वीकार करने की नीति

mailto:AtRightAngles.editor@apu.edu.in
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मदु्रक तथा प्रकाशक शरद सरेु, रजिस्टार द्वारा अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय के लिए आदर्श प्रा.लि., 4 शिखरवार्ता, प्रेस काम्पलेक्स, जोन-1,  
एम.पी.नगर, भोपाल 462 011 से मदु्रित

एवं अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय, सर्वे नम्बर 66, बरुुगुंटे विलेज, बिक्कनाहल्ली मने रोड, सरजापरुा,बेंगलरूु, कर्नाटक- 562 125 से प्रकाशित
सम्पादक : स्नेहा टाइटस 

लखेकों के लिए विशषे दिशा–निर्देश
अगर आप एट राइट एगंल्स के लिए लिख रह ेहैं तो कृपया इन दिशा-निर्देशों पर ध्यान दें : 

1.	 रोचक परिचय : शरुुआत से ही पाठक का ध्यान आकर्षित करने के उद्देश्य से पठनीय और रोचक शलैी में लिखें । लेख के 
पहले पैराग्राफ़ से ही स्पष्ट हो जाना चाहिए कि लेख किस विषय के बारे में ह ै। उदाहरण के तौर पर, शरुुआती पैराग्राफ़ एक 
अप्रत्याशित निष्कर्ष हो सकता ह,ै एक चनुौती हो सकती ह,ै एक मज़ेदार सवाल के साथ चित्र हो सकता ह ैया एक प्रासंगिक 
क़िस्सा हो सकता ह ै। ख़ासतौर से ये आगे पढ़ते जाने की रुचि पैदा करने वाला होना चाहिए ।

2.	 लुभावना शीर्षक : लेख का शीर्षक एक उपयकु्त और लभुावने वाक्यांश से दिया जाए, जिसमें लेख की भावना और सत्व 
झलके ।

3.	 शैली : प्रमाण-सिद्ध प्रारूप (Theorem-Proof Format) में लेख लिखने से परहज़े करें । इसकी बजाय, अनौपचारिक तरीक़े 
से प्रमाणों (Proofs) को लेख में एकीकृत करें ।

4.	 सन्तुलन : लम्बी-लम्बी गणनाओ ंको दर्शाने से बचें । बहुत अधिक विवरण दनेे और छिपी हुई (अ-उल्लेखित) गणनाओ ंपर 
निर्भर चरण को छोड़कर अगले चरण पर चले जाने, के बीच सन्तुलन बनाकर रखें । 

5.	 सलुभ भाषा : उन विशिष्ट शब्दावली और संकेत शब्दों के उपयोग को टालें जिनसे सिर्फ़  विशषेज्ञ ही परिचित होते हैं । यदि 
तकनीकी शब्दों का उपयोग ज़रूरी हो तो उन्हें परिभाषित कर दें ।

6.	 दृश्यों का प्रयोग : जहाँ सम्भव हो वहाँ ऐसे रेखाचित्र या फ़ोटो दें जिनमें गणितीय विचार का सार हो । यदि कोई चित्र या 
रेखाचित्र गणित की किसी अवधारणा को स्पष्ट करते हों तो उन्हें अवश्य रखें ।

7.	 सकं्षिप्त सन्दर्भ : संक्षिप्त अनशुसंाओ ंके साथ सन्दर्भों (reference) की एक संक्षिप्त सचूी दें ।
8.	 अभ्यास और सवाल : लेख की शरुुआत या अन्त में विचार करने के लिए कुछ सवाल और कुछ अभ्यास उपलब्ध कराए ँ।
9.	 उद्धरण प्रारूप (Citation Format) : लेख के अन्त में, स्रोतों और सन्दर्भों को जिस क्रम में वे आए ँहैं उस ही क्रम में उन्हें 

उद्धृत (cite) करें । फ़ु टनोट से बचें । यदि फ़ु टनोट की आवश्यकता ह,ै तो उनका क्रम डालकर अलग से लिखें ।
10.	 सकं्षिप्ताक्षर और परिवर्णी शब्द (Abbreviations and Acronyms) : लेख में जब पहली बार किसी शब्द का लघ ुरूप 

(यानी संक्षिप्ताक्षर) और कई शब्दों के शरुुआती अक्षर का प्रचलित लघ ुरूप (यानी परिवर्णी) आए तब वहीं उनका अर्थ बता 
दें । ऐसे सभी शब्दों की एक शब्दावली बनाकर उसे लेख के अन्त में प्रस्तुत करें ।

11.	 चित्रों को नामांकित करना : लेख में आने वाले सभी चित्रों, रेखाचित्रों, तस्वीरों पर चित्र क्रमांक डालें और उनका विवरण 
लिखें । इन सभी चित्रों, रेखाचित्रों, तस्वीरों को स्पष्ट निर्देशों के साथ ईमले में अलग से अटैच करें । (ध्यान दें कि खीचीं गई 
तस्वीरों या स्कै न तस्वीरों की गणुवत्ता 300dpi से कम नहीं होना चाहिए ।)

12.	 चित्रों का विवरण स्पष्टता से दें : तस्वीरों, चित्रों, डायग्राम्स और तालिकाओ ंका उल्लेख उनके उचित क्रमांक से करें । 
‘यहाँ’, ‘वहाँ’, ‘दाई ंओर’, ‘बाई ंओर’, ‘ऊपर’, ‘नीच’े इस तरह से उल्लेख करने से परहज़े करें ।

13.	 लेखक का परिचय : लेखक अपनी हाई रिज्योलशून फ़ोटो भी भजेें । साथ ही, अपने बारे में संक्षिप्त में (जो 50 शब्दों से ज़्यादा 
का नहीं हो) जानकारी भजेें, जो पाठकों को आपके अनभुव व विशषे योग्यता वाले कार्यक्षेत्र के बारे में बताती हो ।

14.	 ब्रिटिश वर्तनी (Spellings) : ब्रिटिश वर्तनी का पालन करें । जैसे organise लिखें न कि organize; colour लिखें न कि 
color, neighbour लिखें न कि neighbor आदि ।

15.	 आप अपने लेख हिन्दी में भी भजे सकते हैं । उपयकु्त होने पर हम उन्हें अगँ्रेज़ी में अनदूित करके प्रकाशित करेंगे । 
16.	 लेख भेजने का प्रारूप : लेखों को MS Word या LaTex में लिखकर ही भजेें ।
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प्रस्तावना

ल्पना करें कि आप एक लैब तकनीशियन हैं और महामारी फैली 
हुई ह ै। समस्या गम्भीर ह ैऔर आपके पास संसाधन भी कम हैं । 
आपको यह पता लगाना ह ै कि 15 नमनूों में से कौन-सा नमनूा 

वायरस (विषाण)ु से दषूित ह ै। इसमें पेंच क्या ह?ै आपके पास केवल चार 
परखनली (टेस्ट ट्यबू) हैं और आपको केवल इन चार परखनलियों का ही 
उपयोग करके किफ़ायती तरीक़े से ‘दषूित’ नमनेू का पता लगाना ह ै। क्या आप 
यह कर सकते हैं?

यह लेख एक परिकल्पित सिमलेुशन गतिविधि पर आधारित ह,ै जहाँ आपको 
कुछ दी गई बोतलों में से दषूित बोतल (नमनूा) का पता लगाना ह ै। यह स्थिति 
दिलचस्प ह ैक्योंकि कुल नमनूों की संख्या दषूित नमनूों का पता लगाने के लिए 
उपलब्ध परखनलियों की संख्या से अधिक ह ै। यह सिमलेुशन, स्प्रेडशीट का 
उपयोग करके या काग़ज़-क़लम की मदद से किया जा सकता ह ै। इस प्रकार 
का सिमलेुशन बाइनरी अकंगणित सीखने और दषूित नमनूों को पहचानने से 
सम्बन्धित विभिन्न स्थितियों का अन्वेषण करने का अवसर प्रदान करता ह ै।

कक्षा में कम्प्यूटेशनल चिन्तन

‘राष्ट्रीय शिक्षा नीति 2020’ और ‘स्कू ली शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठ्यचर्या 
रूपरेखा 2023’, कक्षा में कम्प्यूटेशनल चिन्तन कौशल पर ज़ोर दतेी ह ै। इसे 
दनैिक जीवन में 21वीं सदी के प्रमखु कौशलों में से एक बताया गया ह ै। सरल 
शब्दों में (देखें [2]), कम्प्यूटेशनल चिन्तन में, किसी समस्या को बताना; इस 
समस्या को हल करने के लिए आवश्यक महत्त्वपरू्ण जानकारियों को पहचानना; 

की-वर्ड: बाइनरी अकंगणित, कम्प्यूटेशनल चिन्तन, तार्कि क चिन्तन, नमनूा छँटाई

स
म

स्
या क

ोन
ा दूषित नमूनों को पहचानना :  

बाइनरी अकंगणित पर आधारित  
एक कम्प्यूटशेनल चिन्तन गतिविधि
कुमार गन्धर्व मिश्र

क
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समस्या को छोटे और तार्कि क चरणों में तोड़ना; इन चरणों का उपयोग करके एक ऐसी प्रक्रिया बनाना जो समस्या को हल करे; 
और इस प्रक्रिया का मलू्यांकन करना शामिल ह ै। कम्प्यूटेशनल चिन्तन, समस्या को हल करने के लिए कलन-विधि आधारित 
चिन्तन, अमरू्तन, छोटे-छोटे हिस्सों में तोड़ना, पैटर्न पहचान एवं सामान्यीकरण, मलू्यांकन और तर्क  का उपयोग करता ह ै।

कम्प्यूटेशनल चिन्तन एक कम्प्यूटर वैज्ञानिक के चिन्तन जैसा ही ह ै। और जब कम्प्यूटर का ज़िक्र आता ह,ै तो बाइनरी संख्या 
कैसे पीछे रह सकती हैं? कम्प्यूटर बाइनरी अकंों (बिट्स) के रूप में जानकारी संग्रहित करते हैं । बाइनरी निरूपण को समझने से 
हमें कम्प्यूटर के क्रियान्वयन को समझने में मदद मिल सकती ह,ै क्योंकि बनुियादी स्तर पर कम्प्यूटर बाइनरी अकंों को चाल ूऔर 
बन्द करने के लिए एक मशीन की तरह ह ै। कम्प्यूटेशनल चिन्तन के परिचय के रूप में बाइनरी संख्याओ ंको पढ़ाना विद्यार थ्ियों 
को कलन-विधि और किसी समस्या को छोटे-छोटे हिस्सों में तोड़ने से रूबरू कराता ह ै। इस प्रक्रिया के दौरान वे बाइनरी 
संख्याओ ंकी गणना करने और बाइनरी व दशमलव संख्याओ ंके बीच रूपान्तरण की समस्याओ ंको चरण-दर-चरण छोटे-छोटे 
हिस्सों में तोड़ना सीखते हैं । यह अमरू्तन या कल्पना करने की क्षमता भी लाता ह,ै क्योंकि इससे विद्यार्थी सीखते हैं कि मात्र दो 
अलग-अलग संकेतों (0 और 1) से किसी भी तरह की और सभी सचूनाओ ंको दर्शाया जा सकता ह ै(देखें [2]) । 

इन बिन्दुओ ंको ध्यान में रखते हुए, यह लेख एक ऐसी गतिविधि की चर्चा कर रहा ह ैजिसमें नमनूों के एक बड़े समहू में से दो 
प्रकार के नमनेू – पॉज़िटिव (positive) और नेगेटिव (negative) – को अलग-अलग करना ह ै। इस गतिविधि के दौरान, 
शिक्षार्थी विभिन्न नमनूों को दर्शाने के लिए बाइनरी संख्याओ ं का उपयोग करके और समस्या को छोटे चरणों में तोड़कर 
कम्प्यूटेशनल चिन्तन करते हैं । वे परखनली में उभरे रंग पैटर्न के आधार पर प्रत्येक नमनेू की वस्तु-स्थिति पहचानने के लिए 
तार्कि क सोच का इस्तेमाल करते हैं । इस गतिविधि में एक्सेल (Excel) की स्प्रेडशीट के उपयोग के माध्यम से कम्प्यूटर पर काम 
करना भी शामिल ह ै।

गतिविधि के बारे में

सरलता के लिए, मान लें कि हमारे पास एक रासायनिक संकेतक ह ैजो नमनेू का रंग बदलकर विषाण ुसे सन्दूषित होने या न होने 
का संकेत दतेा ह ै। यदि नमनूा लाल हो जाता ह,ै तो यह दर्शाता ह ैकि नमनूा दषूित या विषाण-ुयकु्त ह ैऔर हम इस परिणाम को 
‘पॉज़िटिव’ कहते हैं । इसके विपरीत, यदि नमनूा हरा हो जाता ह ैतो यह दर्शाता ह ैकि नमनूा दषूित नहीं ह,ै जिसे हम ‘नेगेटिव’ 
कहते हैं (ध्यान दें कि इस सन्दर्भ में, ‘नेगेटिव’ का अर्थ ह ैकि नमनूा सरुक्षित ह ैऔर दषूित नहीं ह)ै । 

हम जानते हैं कि परखनलियों की संख्या, नमनूों की संख्या से कम ह ै। इसलिए हमारा लक्ष्य नेगेटिव नमनूों को कुशलतापरू्वक 
छाँटना ह ै। इससे पहले चरण में ही परीक्षण करने का बोझ काफ़ी कम हो जाता ह ै। चूकँि सभी 15 नमनूों का एक साथ परीक्षण 
करने के लिए चार परखनली काफ़ी नहीं हैं, इसलिए इन नमनूों को इन चार परखनलियों में मिलाना ही पड़ेगा । चूकँि हमारे पास 
15 नमनेू और 4 परखनली हैं, इस स्थिति में हम बाइनरी अकंगणित का लाभ उठा सकते हैं । हम इन नमनूों को इस तरह से कोड 
(चिह्नित) कर सकते हैं जिससे हमें उन नमनूों की पहचान करने में मदद मिलती ह ैजो सम्भवतः दषूित हों । नीच ेदी गई तालिका-1 
में, 15 तक की दाशमिक संख्याओ ंके बाइनरी समकक्ष दर्शाए गए हैं । बाइनरी कोडिग प्रणाली का उपयोग करके नमनूों को इस 
प्रकार दर्शाया जा सकता ह ै:

नमूना बाइनरी निरूपण नमूना बाइनरी निरूपण
1 = 20 0001 9 = 23 + 20 1001
2= 21 0010 10 = 23 + 21 1010
3 = 21 + 20 0011 11 = 23+ 21 + 20 1011
4 = 22 0100 12 = 23 + 22 1100
5 = 22 + 20 0101 13 = 23 + 22 + 20 1101
6 = 22 + 20 0110 14 = 23 + 22 + 21 1110
7 = 22 + 21 + 20 0111 15 = 23 + 22 + 21 + 20 1111
8 = 23 1000

तालिका-1 : दाए ँसे बाए ँपढ़ने पर, जहाँ 2 पर कोई घात नहीं ह ैवहाँ 0 लिखा जाता ह ैव जहाँ 2 पर घात ह ैवहाँ 1 लिखा जाता ह ै।
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प्रत्येक बाइनरी कोड अपने 4 अकंों के अनसुार इन चार परखनलियों में नमनूा डालने का एक अनठूा तरीक़ा भी दर्शाता ह ै। मान 
लें कि ‘1’ परखनली में नमनूा डालने को दर्शाता ह ैऔर ‘0’ परखनली छोड़ने को दर्शाता ह ै। माना कि चारों परखनली T1, T2, 
T3 और T4 के रूप में निरूपित की गई हैं । अब उदाहरण के लिए, नमनूा संख्या 5 लें, जिसका बाइनरी कोड 0101 ह ै। इस 
नमनेू को परखनली T2 और T4 में डाला जा सकता ह ै(क्योंकि 5 के बाइनरी कोड में ‘1’, दसूरे और चौथे स्थान पर आता ह)ै, 
जबकि नमनूा संख्या 6 (0110) को T2 और T3 में डाला जा सकता ह ैऔर ऐसे ही अन्य को भी । प्रत्येक नमनेू को कम-से-कम 
एक परखनली और अधिक-से-अधिक 4 परखनलियों में डाला जा सकता ह ै। उदाहरण के लिए, नमनूा संख्या 1 को केवल एक 
परखनली में डाला जाएगा और नमनूा संख्या 15 को चारों परखनलियों में डाला जाएगा । यदि किसी परखनली का नमनूा हरे रंग 
का हो जाता ह,ै तो इसका मतलब ह ैकि इस परखनली में डाले गए सारे नमनेू नेगेटिव हैं । दसूरी ओर, यदि कोई परखनली लाल 
हो जाती ह ैतो इसका मतलब ह ैइसमें डाले गए नमनूों में से सारे नहीं, पर कम-से-कम एक नमनूा पॉज़िटिव ह ै। तो एक प्रकार से, 
हरा रंग हमें उन सभी नमनूों को छाँटने में मदद करता ह ैजो उस परखनली में डाले गए थे ।

चित्र-1 : चारों परखनली के परिणाम 

एक उदाहरण
आइए एक ऐसा मामला लें जहाँ दो परखनली में कम-से-कम एक पॉज़िटिव नमनूा होने का संकेत मिलता ह ै।

परीक्षण में परखनली T1 और T3 हरे रंग की हो जाती हैं, जबकि T2 और T4 लाल हो जाती हैं । ये परिणाम पक्के  तौर पर T1 
और T3 दोनों परखनली में रख ेगए सभी नमनूों को नेगेटिव होने की पहचान करते हैं, बशर्ते कि इन नमनूों की बाइनरी संख्या में 
‘1’ का स्थान हरे रंग की परखनली के अनरुूप हो । तालिका-1 को दखेते हुए हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि : 

•• T1 हरा ह ै: मतलब, T1 में रख ेगए वे सभी नमनेू जिनके बाइनरी निरूपण में पहले स्थान पर ‘1’ आता ह ैनेगेटिव हैं, विशषे 
रूप से नमनूा क्रमांक 8 से लेकर 15 तक । 

•• T3 हरा ह ै: इसी प्रकार, T3 में रख ेगए वे सभी नमनेू जिनके बाइनरी निरूपण में तीसरे स्थान पर ‘1’ आता ह,ै नेगेटिव हैं – 
यानी नमनूा क्रमांक 2, 3, 6, 7, 10, 11, 14 और 15 । 

दसूरी ओर, T2 और T4 में रख ेगए नमनूों के पॉज़िटिव होने की आशकंा ह ै। हालाँकि, इसका मतलब यह नहीं ह ै कि इन 
परखनलियों में डाला गया प्रत्येक नमनूा पॉज़िटिव ह ै। या तो T2 में डाले गए सभी नमनेू (4, 5, 6, 7, 12, 13, 14 और 15) 
पॉज़िटिव हो सकते हैं या कम-से-कम एक निश्चित रूप से पॉज़िटिव होगा । यही बात T4 (1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15) पर भी 
लाग ूहोती ह ै। हरे रंग की परखनली से प्राप्त निष्कर्षों से तलुना करते हुए, हम नेगेटिव नमनूों (2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 
14, 15) को अलग कर लेते हैं । इस तरह हम अगले चरण में प्रावधिक पॉज़िटिव नमनूों (यानी वे नमनेू जिन्हें तब तक पॉज़िटिव 
माना जाता ह ैजब तक कि वे नेगेटिव साबित न हो जाए)ँ 1, 4, 5 के परीक्षण करने का कार्य काफ़ी हद तक घटा लेते हैं । 

ध्यान देने योग्य कुछ बिन्दु  

परखनली के रंग संयोजन को इसके समान दिखने वाले बाइनरी कोड और सम्बन्धित दाशमिक संख्या से जोड़कर नहीं दखेना 
चाहिए । उदाहरण के लिए, चित्र-1 में पॉज़िटिव परिणाम के लिए परखनली का पैटर्न 0101 के रूप में दिखाई दतेा ह,ै जो नमनूा 
संख्या 5 के कोड से मले खाता ह,ै लेकिन नमनूा क्रमांक 5 नेगेटिव हो सकता ह ै। T2 और T4 न केवल नमनूा क्रमांक 5 के 
कारण पॉज़िटिव परिणाम दिखा सकते हैं, बल्कि इन परखनलियों में डाले गए अन्य नमनूों के कारण भी पॉज़िटिव परिणाम दिखा 
सकते हैं । उदाहरण के लिए, T2 में एक पॉज़िटिव नमनूा और T4 में एक पॉज़िटिव नमनूा परखनली के सभी नमनूों को पॉज़िटिव 
बना सकता ह,ै जबकि नमनूा क्रमांक 5 नेगेटिव भी हो सकता ह ै। 
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तार क्िक  रूप से सोचें और कारण बताए!ँ
मान लीजिए कि परीक्षण के परिणाम इस प्रकार आते हैं – T4 परखनली हरी ह ैऔर T1, T2 और T3 लाल हैं ।
अब आपका निष्कर्ष क्या होगा?

गतिविधि का सचंालन कक्षा में

शिक्षक उपरोक्त बाइनरी-आधारित तर्क  को कक्षा में कराई जाने वाली एक गतिविधि की एक शृखंला के रूप में बना सकते हैं ।

1.	 कक्षा में शिक्षक इस समस्या को प्रस्तुत करते हैं और एक उदाहरण के ज़रिए इस समस्या का समाधान दर्शा सकते हैं ।

2.	 विद्यार थ्ियों से नमनूा संख्याओ ंके बाइनरी निरूपण को दर्शाने वाली निम्न तालिका भरने के लिए कहा जा सकता ह ैऔर यह 
भी भरने को कहा जा सकता ह ैकि इन 15 नमनूों में से कौन-सा नमनूा इन चारों परखनलियों में डाला जा सकता ह ै। (यहाँ 
नमनूा संख्या 6 के लिए उदाहरण पेश किया गया ह ै।)

नमूना बाइनरी निरूपण 
परखनली 

T1 T2 T3 T4

1 0001

2 0010

3 0011

4 0100

5 0101

6 0110 ✖   ✖

7 0111

8 1000

9 1001

10 1010

11 1011

12 1100

13 1101

14 1110

15 1111

तालिका-2

3.	 विद्यार थ्ियों से पछूा जा सकता ह ैकि परीक्षण परिणामों के कितने संयोजन सम्भव हैं ।

4.	 विद्यार थ्ियों के जोड़े में समहू बनाए जा सकते हैं । फिर उन्हें (लॉटरी द्वारा) कुछ विशषे परीक्षण परिणाम, जो रंगीन पट्टियों (दो 
अलग-अलग रंग जैसे, लाल और हरा) के रूप में होते हैं दिए जाए ँ। उन्हें निर्देश दिया जा सकता ह ैकि वे परखनली के रंग 
संयोजनों के आधार पर नेगेटिव नमनूों को छाँटने का प्रयास करें ।

5.	 शिक्षक एक नमनेू के लिए समस्या समाधान बता सकते हैं । यदि दी गई रंग की पट्टी में T1 और T3 लाल रंग में हैं और T2 
और T4 हरे रंग में हैं (जैसा कि चित्र-2 में ह)ै तो शिक्षक समझा सकते हैं कि नेगेटिव नमनूों को कैसे छाँटा जाए और कैसे 
उन्हें विद्यार थ्ियों द्वारा बनाई गई तालिका में रिकॉर्ड किया जाए ।
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चित्र-2 

नमूना बाइनरी निरूपण 
परखनली 

T1 T2 T3 T4

1 0001 ✖ ✖ ✖ 

2 0010 ✖ ✖  ✖

3 0011 ✖ ✖  

4 0100 ✖  ✖ ✖

5 0101 ✖  ✖ 

6 0110 ✖   ✖

7 0111 ✖   

8 1000  ✖ ✖ ✖

9 1001  ✖ ✖ 

10 1010  ✖  ✖

11 1011  ✖  

12 1100   ✖ ✖

13 1101   ✖ 

14 1110    ✖

15 1111    

तालिका-3

इस मामले में, नेगेटिव नमनेू 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 12, 13, 14 और 15 हैं । इसके पश्चात,् शिक्षक पॉज़िटिव नमनूों को 
पहचानने के बारे में समझाते हैं । इस मामले में, नमनेू 2, 8 और 10 शषे रह गए हैं । इन नमनूों को क्रमशः I, II और III के रूप 
में फिर से नामांकित किया जा सकता ह ैऔर केवल परखनली T1, T2 और T3 का उपयोग करके फिर से परीक्षण किया जा 
सकता ह ै। विद्यार थ्ियों से यह भी कहा जा सकता ह ैकि यदि इनमें से केवल एक नमनूा दषूित ह ैतो सम्भावित परिणाम बताए ँ। 

6.	 विद्यार्थी जोड़े में काम करते हैं और अपने परिणाम रिकॉर्ड करते हैं । गतिविधि के बीच में, कोई भी दो समहू जिन्हें समान 
परीक्षण परिणाम मिलते हैं, वे अपने निष्कर्ष साझा कर सकते हैं । गतिविधि के अन्त में, शिक्षक यादृच्छिक (Randomly) 
रूप से विद्यार्थियों के कुछ जोड़े चनुते हैं और उन्हें सभी के साथ अपने निष्कर्ष साझा करने के लिए कह सकते हैं । 

7.	 विद्यार थ्ियों को आगे काम करने के लिए एक वर्क शीट दी जा सकती ह ै। 

सझुाव :

गतिविधि से जडु़ाव बनाने के लिए विद्यार्थी ख़दु अपने जोड़े/ समहू बना सकते हैं और सभी 16 सम्भावित परीक्षण परिणामों को 
काग़ज़ की रंगीन पट्टी का इस्तेमाल कर रंग पैटर्न के रूप में बना सकते हैं (जैसा कि चित्र-3 में दिखाया गया ह)ै और उन्हें एक 
कटोरे में डाल सकते हैं । प्रत्येक जोड़ा कटोरे से एक काग़ज़ की रंगीन पट्टी निकाल सकता ह ैऔर निर्धारित गतिविधि कर सकता 
ह ै। यह गतिविधि समस्या को छोटे चरणों में तोड़कर और नेगेटिव नमनूों और सम्भावित पॉज़िटिव नमनूों का पता लगाने के लिए 
तर्क  का उपयोग करके कम्प्यूटेशनल चिन्तन के पहलओु ंको सदुृढ़ करती ह ै।
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स्वयं प्रयास करें :

मान लीजिए T1, T2, T3 हरे हो जाते हैं और T4 लाल हो जाता ह ै(चित्र-3) ।

चित्र-3

नेगेटिव नमनूों और सम्भावित पॉज़िटिव नमनूों का पता लगाने के लिए आप कैसे आगे बढ़ेंगे?

आइए मन्थन करें!

1.	 मान लीजिए कि नमनूा संख्या 15 दषूित ह ै। आपको क्या लगता ह ैक्या परिणाम आएगँे? परखनलियों के रंग क्या होंगे, 
बताए ँ।

2.	 यदि नमनूा संख्या 15 दषूित ह,ै तो आप इसे कैसे पहचानेंगे?

3.	 यदि आपके पास पाँच परखनली हैं, तो आप कितने नमनूों का परीक्षण कर सकते हैं? छह  परखनली हों तो क्या विचार ह?ै

4.	 1000 नमनूों का परीक्षण करने के लिए कितनी परखनलियों की आवश्यकता होगी? क्यों?

5.	 निम्नलिखित स्थितियों में, प्रावधिक रूप से पॉज़िटिव नमनूों (वे नमनेू जिन्हें तब तक पॉज़िटिव माना जाता ह ैजब तक कि वे 
नेगेटिव साबित न हो जाए)ँ की संख्या बतलाए ँ।

हरे रंग वाली परखनली की सखं्या
लाल रंग वाली परखनली की 

सखं्या
प्रावधिक रूप से पॉज़िटिव नमूनों 

की सखं्या
0 4 ?
1 3 ?
2 2 ?
3 1 ?
4 0 ?

तालिका-4 

सिमलेुशन का उपयोग करके तर्क  कार्य को गतिविधि में बदलना	
इस गतिविधि को एक्सेल स्प्रेडशीट का उपयोग करके विद्यार थ्ियों के लिए सिमलेुशन गतिविधि में बदला जा सकता ह ै।

आइए, एक्सेल और रैंडम फ़ं क्शन जेनरेटर के माध्यम से परखनली के विभिन्न रंग क्रमचय का पता लगाए ँ:

1.	 एक एक्सेल फ़ाइल स्प्रेडशीट खोलें और किसी भी सेल को चनुें ।

चित्र-4

https://drive.google.com/file/d/1AeG0YRrhfgl8CxU-R_3Xag-J9YVksiqs
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2.	 सेल पर ‘=CHOOSE (RANDBETWEEN (1,2), “positive”, “negative”)’ फ़ं क्शन लगाए ँ। सेल को सिलेक्ट 
करके इसे उसी पंक्ति के चार सेल तक बढ़ा लें । इन चारों सेल में ‘positive’ और ‘negative’ शब्द लिख ेदिखाई देंगे । 
(चित्र-6) इन चार सेल को चार परखनली मान लें । 

चित्र-5

चित्र-6 

3.	 इन सेल को छोड़कर कोई अन्य सेल चनुें । इस सेल में कोई भी अक्षर या संख्या लिखें और ‘Enter’ बटन दबाए ँ। आप 
दखेेंगे कि चारों सेल में शब्द बदल जाते हैं । किसी भी अन्य सेल में कोई भी संख्या दर्ज करके इस प्रक्रिया को दोहराए;ँ फिर 
से, आप दखेेंगे कि इन चार सेल में ‘positive’ और ‘negative’ शब्द अलग-अलग हैं ।

चित्र-7
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4.	 अब चार सेल (परखनली) चनुें और ‘conditional formatting’ का उपयोग करके पॉज़िटिव और नेगेटिव शब्द विशिष्ट 
के लिए सेल को क्रमश: हरे रंग और लाल रंग से दर्शाए ँ।

चित्र-8

चित्र-9

5.	 ‘positive’ और ‘negative’ शब्दों के फ़ॉन्ट साइज़ को जितना सम्भव हो उतना छोटा करें; जैसे कि साइड 1, ताकि 
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परखनली सेल पर केवल रंग दिखाई दें और शब्द अदृश्य हो जाए ँ।

चित्र-10

6.	 किसी अन्य सेल का चयन करें और कोई भी संख्या लिखें और ‘Enter’ दबाए ँ। ऐसा करने से परखनली सेल का रंग 
बदल जाता ह ै। ऐसा करने से आप परखनली सेल में रंग के विभिन्न क्रमचय प्राप्त कर सकते हैं । सम्भावित क्रमचय के कुछ 
उदाहरण :

चित्र-11

7.	 लाल सेल को उनमें डाले गए (अभी के लिए) पॉज़िटिव/ दषूित नमनूों के संकेतक के रूप में और हरे सेल को उनमें डाले गए 
नेगेटिव नमनूों के संकेतक के रूप में मानें । इस तरह कुल 24 यानी 16 रंगीन क्रमचय बनाए जा सकते हैं । इन 16 क्रमचयों 
में से एक क्रमचय चारों परखनलियों की रिक्तता दर्शाता ह,ै यानी सभी परखनलियों को ख़ाली छोड़ दनेा । इसलिए, हमें इस 
स्थिति पर विचार करने की आवश्यकता नहीं ह,ै बल्कि बाक़ी 15 स्थितियों पर ही ध्यान केन्द्रित करने की आवश्यकता ह ै।

8.	 स्प्रेडशीट का उपयोग करके तालिका बनाए,ँ जिसमें 15 नमनूों और चारों परखनलियों के बीच सम्बन्ध दर्शाया गया हो । 
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चित्र-12

अब हम चित्र-12 में दिखाए गए तर्क  का ही उपयोग करेंगे ।

निष्कर्ष

इस परूी प्रक्रिया के दौरान, विद्यार्थी नेगेटिव और पॉज़िटिव नमनूों की पहचान के लिए प्रक्रिया को छोटे-छोटे चरणों में तोड़ने के 
लिए तर्क  और चिन्तन का उपयोग करते हैं । इस प्रकार विद्यार्थी जब प्रत्येक नमनूों को बाइनरी कोड द ेरह ेहोते हैं तब वे बाइनरी 
अकंगणित के साथ जडु़ते हैं, परखनलियों में पैटर्न तलाशते हैं और किसी नमनेू को नेगेटिव या प्रावधानिक रूप से पॉज़िटिव 
कहने के अपने निर्णय का मलू्यांकन करते हैं । इस गतिविधि में कम्प्यूटेशनल चिन्तन का सार यही ह,ै जहाँ शिक्षक विद्यार्थी को 
तर्क  के साथ-साथ समस्या को छोटे चरणों में विघटित करने और बाइनरी संख्याओ ंके साथ खलेते हुए हल करने के लिए अपनी 
कलन-विधि (एल्गोरिदम) को बनाने का अवसर प्रदान करते हैं ।

टिप्पणी : बाइनरी अकंगणित के माध्यम से कोविड-पॉज़िटिव/ कोविड-संक्रमित नमनूों का परीक्षण करने के लिए इसी प्रकार का 
तरीक़ा कादरी (2020) द्वारा सझुाया गया था, लेकिन इसमें नमनूों के मिश्रण के अनपुात की अवधारणा का उपयोग किया गया ह ै। 

आभार : लेखक समीक्षकों के बहुमलू्य सझुावों के लिए उनके आभारी हैं ।
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https://www.education.gov.in/sites/upload_files/mhrd/files/NEP_Final_English_0.pdf
https://www.ncert.nic.in/pdf/NCFSE-2023-August_2023.pdf
https://www.ncert.nic.in/pdf/NCFSE-2023-August_2023.pdf


K1
K2

K3 K4 K5

K7 K8 K9

K6
K10

K11

<<<<

K1
K2

K3 K4 K5

K7 K8 K9

K6
K10

K11

K1
K2

K3 K4 K5

K7 K8 K9

K6
K10

K11

K1
K2

K3 K4 K5

K7
K8

K9

K6
K10

K11

a a

b

c

इन चित्रों के अनसुार पतंगों के 11 प्रकार हैं (समचर्तुभजु के अलावा) । 2 समकोण वाली K6 एक विशषे पतंग ह,ै क्यों? क्या आप K1, K2,… K11 में से प्रत्येक की विशषेता बता सकते हैं? क्या आप कोण या भजुा-विकर्ण निर्दिष्ट करके इन 11 
श्रेणियों में से प्रत्येक के लिए एक पतंग का रेखाचित्र बना सकते हैं? क्या आप प्रत्येक श्रेणी के लिए एक से अधिक पतंग बना सकते हैं?

क्या पतंगों को दो भागों में बाँटने वाला विकर्ण (सममिति की रेखा) हमशेा सबसे लम्बा होता ह?ै ‘विकर्ण के आधार पर’ में, सितारों से चिह्नित 2 श्रेणियों में, विकर्ण बराबर हो सकते हैं । ब्लू स्टार श्रेणी K6 में तीनों प्रकार की पतंगें शामिल हैं (i) पतंग 
को दो भागों में बाँटने वाला विकर्ण सबसे लम्बा, (ii) विकर्ण बराबर और (iii) पतंग को दो भागों में बाँटने वाला विकर्ण सबसे छोटा । ग्रीन स्टार श्रेणी K8 में पतंग को दो भागों में बाँटने वाले विकर्ण लम्बे होते हैं और जब विकर्ण बराबर होते हैं, तो 
यह एक वर्ग बन जाता ह!ै

पतंग परिवार  
अ. सममिति रखेा के दोनों ओर

स. कोण के आधार पर 

ब.  दो समद्विबाहु त्रिभुजों के योग के रूप में

द. विकर्ण के आधार पर

अधिक कोण    समकोण     न य्ून कोण अधिक कोण        समकोण      न्यून कोण

अधिक कोण   समकोण      न य्ून कोण



यहाँ कुछ प्रश्न दिए गए हैं जिनके बारे में विद्यार्थी जाँच-पड़ताल कर सकते हैं ।

अ. सममिति रेखा के दोनों ओर

1.	 प्रत्येक पतंग में कौन-सी रेखा सममिति रेखा ह?ै 

2.	 इसे सममिति रेखा क्यों कहा जाता ह?ै 

3.	 सममिति रेखा से बनने वाले त्रिभजुों पर विचार करें । इन त्रिभजुों के आधार पर, आप K1, K2,… 
K11 को कितने प्रकार के समहूों में वर्गीकृत कर सकते हैं? ये समहू कौन-कौन से हैं? 

4.	 ये समहू पतंग के बराबर-बराबर (और विपरीत) कोणों के जोड़े को वर्गीकृत करते हैं । क्या प्रत्येक 
समहू के भीतर उपसमहू हो सकते हैं? ये उपसमहू किसे वर्गीकृत करते हैं? 

5.	 वैकल्पिक : क्या आप एक वकृ्ष-चित्र बना सकते हैं? 

6.	 यदि हम पतंगों की बजाय समचतरु्भुजों पर विचार करते हैं, तो सममिति रेखा द्वारा बनाए गए त्रिभजुों 
को ध्यान में रखते हुए कितनी सम्भावनाए ँबनती हैं?

ब.  दो समद्विबाहु त्रिभुजों के योग के रूप में

1.	 कोई भी पतंग लें । दो समद्विबाहु त्रिभजुों की उभयनिष्ठ भजुा पर विचार करें । यह भजुा पतंग से किस 
प्रकार सम्बन्धित ह?ै 

2.	 सभी सम्भावित समद्विबाहु त्रिभजुों पर विचार करें – न्यून कोण, समकोण, अधिक कोण । सम्भावित 
संयोजन क्या हैं जो निम्न आकृतियाँ उत्पन्न करते हैं : 

क. पतंग 

ख़. समचतरु्भुज 

           ग. क्या कोई अन्य विशषे चतरु्भुज सम्भव ह?ै चतरु्भुज का प्रकार भी बताए?ँ 

3.	 ऐसी प्रत्येक पतंग के बराबर वाले कोण (न्यून कोण/समकोण/अधिक कोण) क्या होंगे? 

4.	 2क में वर्गीकरण के आधार पर K1, K2,… K11 को वर्गीकृत करें । क्या आप K1, K2,… 
K11 के अलावा कोई पतंग खोज सकते हैं?

स. कोण के आधार पर 

1.	 किसी भी पतंग में सबसे बड़े कोण का चनुाव कर लें । यह किस प्रकार का कोण ह?ै 

2.	 सबसे छोटा कोण किस प्रकार का ह?ै 

3.	 पतंग में बराबर और विपरीत कोणों की एक जोड़ी होती ह ै। इस जोड़ी के आधार पर कितने प्रकार 
की पतंगें होती हैं? 

4.	 K2 का हल्का नीला कोण, K7 के गहरे नीले कोण से कम क्यों ह?ै 

5.	 क्या आप कोणों के आधार पर विभिन्न प्रकार की पतंगों को वर्गीकृत करते हुए, एक वकृ्ष-चित्र बना 
सकते हैं? इस चार्ट पर K1, K2,… K11 में से प्रत्येक पतंग का स्थान कहाँ होगा, यह इगंित करें । 

6.	 क्या आप K1, K2,… K11 में से प्रत्येक पतंग के लिए उदाहरण द ेसकते हैं? उदाहरण के लिए, 
K6 : 120°-90°-90°-60° 

7.	 क्या आप K1, K2,… K11 के अलावा किसी भी कोण संयोजन वाली पतंग बना सकते हैं? 

8.	 K6 पतंग बनाए ँ। विकर्ण (या सममिति की रेखा) की लम्बाई को व्यास के रूप में लेते हुए एक वतृ्त 
बनाए ँ। आप क्या दखेते हैं? क्या आप K1, K2,... K5 या K7, K8,... K11 के लिए भी यही 
दखेते हैं?

द. विकर्ण के आधार पर

1.	 विकर्ण a, b और c के भागों के सन्दर्भ में K1, K2,… K11 में से प्रत्येक का वर्णन करें । उदाहरण 
के लिए, K2 : a = c < b 

2.	 अपनी पसन्द के a, b और c का उपयोग करके K1, K2,… K11 में से प्रत्येक के लिए पतंग 
बनाए ँ। सनुिश्चित करें कि b > c ह ै। 

3.	 K1, K2,... K6 के लिए कौन-सा विकर्ण लम्बा ह?ै K1, K2,…और K11 के लिए कौन-सा 
विकर्ण लम्बा ह?ै क्यों? 

4.	 यदि पतंग के विकर्ण बराबर हैं, तो a, b और c के बीच सम्बन्ध ज्ञात करें । 

5.	 अब निम्न निर्देशों के अनसुार तीन K7 पतंगें बनाए ँ: 

(i) पतंग को दो भागों में बाँटने वाले विकर्णों में एक विकर्ण दूसरे से लम्बा ह ै

(ii) दोनों विकर्ण बराबर हैं 

(iii) पतंग को दो भागों में बाँटने वाले विकर्णों में एक विकर्ण दूसरे से छोटा है

6.	 चनुौती : साबित करें कि अगर पतंग के विकर्ण बराबर हैं, तो समान (और विपरीत) कोण न्यून 
कोण होने चाहिए ।

मैथ स्पेस अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय की एक गणित प्रयोगशाला ह ैजो स्कू लों, शिक्षकों, अभिभावकों, बच्चों, स्कू ली शिक्षा और शिक्षक प्रशिक्षकों के साथ काम करने वाले ग़ैर-सरकारी संगठनों को सेवाए ँप्रदान करती ह ै। यह गणित के लिए सीखने-सिखाने की विभिन्न सहायक 
सामग्री [mat(h)erials] और साथ-साथ कम लागत वाले संस्करणों की सम्भावना की खोज करती ह ैजिन्हें कबाड़ से बनाया जा सकता ह ै। यह दोनों, गणित से डरने या नफ़रत करने वालों, साथ-ही-साथ गणित प्रेमियों, को सम्बोधित करने का प्रयास करती ह ै। यह एक ऐसा स्थान ह ै
जहाँ कई लोगों के साथ चर्चा के माध्यम से विचार उत्पन्न होते हैं और विकसित होते हैं । मथै स्पेस को आप mathspace@apu.edu.in पर लिख सकते हैं ।  

अनुवाद : यशोधरा कनेरिया   पुनरीक्षण : सशुील जोशी    कॉपी एडिटर : अनजु उपाध्याय

mailto:mathspace@apu.edu.in


गणित बराबर गर्म?
गणित बराबर ठण्डा?

पद्मप्रिया शिराली
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की-वर्ड : तापमान, प्रयोग, अवलोकन, दस्तावेज़ीकरण, विश्लेषण, जीवनशलैी का बदलाव

अभी तक पलुआउट सेक्शन की सामग्री अधिकांशतः विषय आधारित और गणितीय गतिविधियों तथा शिक्षण पद्धति पर केन्द्रित 
रही ह ै। यह पलुआउट गणित को विज्ञान की अवधारणाओ ंके साथ एकीकृत करने का एक प्रयास ह ैताकि जीने के जवाबदहे तरीक़े  
विकसित किए जा सकें  ।

यहाँ चनुा गया विषय – तापमान – उच्च प्राथमिक, कक्षा-6 के लिए उपयकु्त ह ै। इसका उद्देश्य ह ैतापमान की अवधारणा और इसे 
प्रभावित करने वाले कारकों को समझना, तापमान मापने के तरीक़ों पर चर्चा करना और प्रयोग करना तथा हमारे दनैिक जीवन से 
तापमान के सम्बन्ध पर ग़ौर करना ।

परेू भारत में हम अत्यधिक गर्मी और असामान्य सर्दी के मौसम का अनभुव कर रह ेहैं । हमारी रोज़मर्रा की बातचीत में मौसम के बारे 
में चर्चा शामिल होती ह ै– जैसे गर्मी, बारिश, पानी की कमी आदि । मौसम और बारिश के परू्वानमुानों को उत्सुकता से दखेा जाता ह,ै 
उन पर चर्चा की जाती ह ैऔर उनका इन्तज़ार किया जाता ह ै।

वर्तमान काल में मौसम और तापमान का अध्ययन हम सबके लिए प्रासंगिक ह ै। यह विषय हमें मापन और आकँड़ों के संग्रह का 
मौक़ा दतेा ह ै। साथ ही अन्य विषय क्षेत्रों के साथ आसान जडु़ाव बनाने के अवसर भी दतेा ह ै: जैसे भगूोल (भौतिक विशषेताए ँजो 
तापमान के सम्बन्ध में एक भमूिका निभाती हैं), भौतिकशास्त्र (किस प्रकार ऊष्मा का अवशोषण, विकिरण और चालन होता ह)ै, 
तापमान बढ़ने से जडु़े आकँड़े इत्यादि के साथ ।

तापमान के अध्ययन में अवलोकन, आकँड़ों का संचयन, आकँड़ों का निरूपण और व्याख्या शामिल होना चाहिए । तापमान को 
प्रभावित करने वाले कारकों से जडु़े परुाने आकँड़ों का अध्ययन, रिकार्डों का विश्लेषण करना और उनमें कोई पैटर्न तलाशना उपयोगी 
होता ह ै।

तापमान की अवधारणा को समझने और तापमान का आकलन व मापन करना सीखने के लिए प्रयोग करने के अलावा यह भी ज़रूरी 
ह ैकि विद्यार्थी रोज़मर्रा की उन चीज़ों के बारे में सवाल पछूना शरुू करें जिन्हें वे जस का तस मानकर चलते हैं या अनदखेा कर दतेे हैं । 
हर सवाल में ऐसे कई और सवालों तक ले जाने की सम्भावना होती ह ैजो विषय को गहराई से समझने में विद्यार्थियों की मदद करते हैं ।

इस पलुआउट में, मैं ऐसे विविध प्रयोग साझा कर रही हू ँजो इस अवधारणा की अवलोकन-आधारित समझ विकसित करने, और 
विषय की अधिक खोज-बीन करने हते ुसवाल उठाने के लिए करवाए जा सकते हैं ।

पहले से पता होने की अपेक्षाए ँ:

•• तापमान की धारणा : विद्यार थ्ियों को शरीर के तापमान और उसे नापने के तरीक़े  के बारे में पता होना चाहिए । उन्होंने गर्म व सर्द 
दिनों का तथा गर्मियों व सर्दियों के मौसम के तापमान में होने वाले अन्तर का अनभुव भी किया होगा । 

•• अलग-अलग तापमानों की दो-तीन चीज़ों की तलुना करना और उन्हें क्रम में रखना । उपयकु्त शब्दावली का प्रयोग करना जैसे 
उबलता हुआ, बहुत गर्म, गर्म, उष्ण, शीतल, ठण्डा, बहुत ठण्डा, जमा हुआ ।  

•• एक माप के रूप में औसत की समझ । 

•• रेखा ग्राफ़ की समझ और ऊर्ध्वाधर/क्षैतिज अक्ष को पढ़ने का बनुियादी कौशल । 

अवधारणा : तापमान किसी शरीर, हवा, द्रव या किसी भी पदार्थ में मौजदू ऊष्मा की मात्रा की माप ह ै। विद्यार थ्ियों को समझाए ँकि 
तापमान किसी वस्तु की ऊष्मा या शीतलता की मात्रा (डिग्री) होता ह ै। बच्चे अकसर ऊष्मा व तापमान को लेकर भ्रमित होते हैं और 
दोनों को एक ही मान लेते हैं । तापमान का मापन सेल्सियस प्रणाली (एक वैज्ञानिक के नाम पर रखा गया नाम) में किया जाता ह ै। इसे 
संक्षिप्त रूप में डिग्री सेल्सियस (°C) से दिखाया जाता ह ै।

उपयोग : विद्यार थ्ियों को थर्मामीटर का उपयोग बताए ँ। मापन गतिविधियों के लिए डिजिटल की जगह एनालॉग थर्मामीटर का 
उपयोग करना बेहतर होगा । थर्मामीटर के बल्ब को बस उसी चीज़ को छूना चाहिए जिसे मापा जा रहा हो । मापते समय थर्मामीटर 
को कम-से-कम एक मिनट तक एक ही जगह पर स्थिर रखना चाहिए जब तक कि उसके लाल द्रव का ऊपर चढ़ना रुक नहीं जाता ।

सावधानी : मापन गतिविधियों के लिए चिकित्सकीय थर्मामीटरों का उपयोग नहीं किया जाना चाहिए ।
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जाँच-पड़ताल - 1
उद्देश्य : थर्मामीटर के पैमाने को पढ़ना सीखना ।  

गर्मियाँ किस प्रकार हम सबको प्रभावित करती हैं, इस विषय से विद्यार थ्ियों का परिचय कराए ँ
और उन्हें यह अभिव्यक्त करने दें कि वे इस बारे में क्या महससू करते हैं । यह निश्चित ह ैकि उनके 
द्वारा झलेी जाने वाली कई तकलीफ़ों का और शिकायतों का ज़िक्र होगा । हो सकता ह ैविद्यार्थी 
अपने आप से मौसम के पहलओु ंके बारे में सोच-विचार करें और अपने मन के सवाल पछूें । 
अगर वे ऐसा नहीं करते तो आप ऐसे सवाल उठाए ँजिनसे प्रयोगों के लिए योजनाए ँतैयार करने में 
विद्यार थ्ियों को मदद मिल सके ।

दिन का कौन-सा वक़्त सबसे गर्म होता ह?ै तापमान कब बढ़ना शरुू होता ह?ै क्या यह एक समान 
ढंग से बढ़ता ह?ै यह बढ़ा हुआ तापमान कितने समय तक रहता ह?ै यह कम होना कब शरुू होता 
ह?ै क्या तापमान का कोई दनैिक पैटर्न दिखाई दतेा ह?ै

विद्यार्थी किसी तरह का भी मापन शरुू करें उससे पहले इन सवालों पर चर्चा करें । विद्यार थ्ियों को 
इन सवालों के बारे में उनके विचारों और धारणाओ ंको दर्ज करने को कहें ।

विद्यार थ्ियों को हवा का तापमान मापने वाला एक एनालॉग थर्मामीटर दें । थर्मामीटर को सीधा खड़ा रखें (ज़रूरत हो तो उसे 
किसी मज़बतू बॉक्स पर चिपका दें) ।

दखेें कि समय गजु़रने के साथ थर्मामीटर के बल्ब (नीच ेकी ओर गोल घणु्डी) में स्थित लाल द्रव में क्या होता ह ै। 

समय अनुमानित तापमान वास्तविक तापमान

9.00
9.30
10.00
10.30
11.00
11.30
12.00

विद्यार्थी समहू बना सकते हैं और हर समहू बारी-बारी से तापमान माप सकता ह ै।

विद्यार थ्ियों को थर्मामीटर पर सही ढंग से तापमान पढ़ने का तरीक़ा और पैमाने का उपयोग बताए ँ। विद्यार थ्ियों को तय करने दें 
कि वे कितने-कितने अन्तराल पर माप लेंगे और उन्हें दर्ज करेंगे । आदर्श स्थिति में, उन्हें हर 30 मिनट में ऐसा करना चाहिए ।

हर माप के बाद वे अगली रीडिग का अपना अनमुान लिख सकते हैं । दोपहर तक, वे तापमान के घटने का परू्वानमुान कर 
सकते हैं ।

गणित की अगली क्लास में विद्यार्थी रिकार्ड किए गए आकँड़ों पर चर्चा कर सकते हैं । क्या आकँड़े उनके परू्व में लगाए गए 
अनमुानों से मले खाते हैं? क्या तापमान में बढ़ोतरी अपेक्षा से पहले/बाद शरुू हुई? क्या अधिकतम तापमान दोपहर 12 बजे 
रिकार्ड किया गया? या इसके बाद? क्या विद्यार्थी तापमान के बढ़ने/घटने के ढंग में कोई पैटर्न दखेते हैं?

इस जानकारी से हम और क्या आकँड़े निकाल सकते हैं? क्या अधिकतम व न्यूनतम तापमान के बीच का अन्तर हमारे लिए 
किसी उपयोग का होगा? किसके लिए उपयोगी होगा? अगर कोई इस स्थान पर आने का सोच ेतो उनके लिए ये आकँड़े किस 
तरह उपयोगी होंगे? अगर हमें तापमान का वर्णन किसी सन्निकट आकँड़े के साथ करना हो तो हम किस आकँड़े का उपयोग 
करेंगे? क्या विद्यार्थियों में औसत की कोई सहज समझ ह?ै
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जाँच-पड़ताल - 2
उद्देश्य : थर्मामीटर के कार्य करने के तरीक़े  को समझना ।

श्री महेता एक जलीय फार्म में काम करते हैं जहाँ कृत्रिम तालाबों में ख़ास प्रकार की मछलियों को पाला 
जाता ह ै। महेता जी को पानी के तापमान की जाँच करना ह ैक्योंकि शवैाल अपेक्षाकृत गर्म पानी में 
पनपती ह ैऔर ज़्यादा तेज़ी से बढ़ती भी ह ै। शवैाल की वदृ्धि पानी में मौजदू ऑक्सीजन की मात्रा को 
कम कर सकती ह,ै जिससे मछलियों और जलीय जीवन के लिए समस्याए ँपैदा हो सकती हैं ।

नल के पानी का तापमान क्या होता ह ै(ध्यान रखें कि गर्मियों में नल का पानी काफ़ी गर्म हो सकता 
ह)ै? एक बीकर को नल के पानी से भर लें और उसमें थर्मामीटर को रख दें । वह क्या रीडिग दिखाता 
ह?ै शायद  25°C के क़रीब? थोड़े गनुगनेु पानी के साथ यह प्रयोग करें ।

थर्मामीटर के पैमाने को ग़ौर से दखेें । सेल्सियस की तरफ़ के चिह्न 50 से शरुू होकर 0 तक और फिर और नीच े-40 डिग्री 
तक क्यों जाते हैं? इसका क्या अर्थ होता ह?ै

लाल द्रव के साथ क्या होता ह?ै वह ट्यबू में ऊपर की ओर बढ़ता ह ै। सरल शब्दों में थर्मामीटर के कार्य करने के तरीक़े  को 
समझाए ँ। जब घणु्डी के आस-पास का वातावरण गर्म हो जाता ह,ै तो इसमें भरे द्रव का प्रसार होता ह ैऔर यह ट्यबू में ऊपर 
की ओर चढ़ने लगता ह ै।

ठण ड्े पानी के साथ इस प्रयोग को करें । अब क्या होता ह?ै

दखेें कि विद्यार्थी इस जाँच को किस तरह करते हैं । क्या उनका ध्यान इस बात पर गया कि द्रव का स्तर नीच ेगिरा ह?ै क्या 
वे समझा सकते हैं कि ऐसा क्यों हुआ? क्या उनके स्पष्टीकरण ध्यानपरू्वक व सोच-विचार कर दिए गए थे? क्या विद्यार थ्ियों ने 
इन बातों पर गम्भीरता से चर्चा की और क्या एक-दसूरे को ध्यान से सनुा?

उन्हें समझाइए की जब आस-पास का वातावरण ठण्डा हो जाता ह,ै तो द्रव भी ठण्डा हो जाता ह ैऔर सिकुड़ने लगता ह ै।

तथ्य : नैसर्गिक गर्म चश्मों से निकलने वाले गर्म पानी का तापमान 50°C से अधिक हो सकता ह ैऔर कुछ मामलों में पानी 
के क्वथनांक (100°C) से भी अधिक हो सकता ह ै।

विद्यार्थियों से विचार करने को कहें : हम घर में कब-कब गर्म पानी का उपयोग करते हैं? क्या उद्योगों में भी गर्म पानी का 
उपयोग होता ह?ै

जाँच-पड़ताल - 3
उद्देश्य : इस बात को जानना कि पानी 100°C पर उबलता है और 0°C पर जमता है ।

पानी किस तापमान पर उबलता ह?ै जमता ह?ै

पानी के उबलने के बिन्दु (क्वथनांक) पर तापमान की जाँच करते समय बेहद सावधानी 
रखनी चाहिए । जाँच करने के लिए प्रयोगशाला के थर्मामीटर का उपयोग करें । विद्यार्थी 
पानी को उबालने के लिए एक केतली का इस्तेमाल कर सकते हैं, उससे कुछ पानी एक 
बीकर में उड़ेल सकते हैं और तापमान की जाँच कर सकते हैं ।

विद्यार थ्ियों को बीकर में बर्फ़  के छोटे-छोटे टुकड़े दिए जा सकते हैं । इन टुकड़ों का 
तापमान 0°C के आस-पास होगा । 



अज़ीम प्रेमजी यूनिवर स्िटी एट राइट एंगल्स, जुलाई 2024 05

जाँच-पड़ताल - 4
उद्देश्य : इस बात को समझना कि उत्तर अलग-अलग हो सकते हैं और विभिन्न कारकों पर निर्भर होते हैं । 

पानी की बोतल को जमने में कितना समय लगता ह?ै

विद्यार थ्ियों को उत्तर का अनमुान लगाने से पहले इस स्थिति को प्रभावित करने वाले विभिन्न 
कारकों पर चर्चा करने को कहें । क्या वे इस बात को पकड़ पाते हैं कि पानी का शरुुआती 
तापमान उसके जमने के समय को बदल सकता ह?ै

पानी के आयतन के बारे में उनकी क्या राय ह?ै उस बर्तन के बारे में वे क्या सोचते हैं जिसमें 
पानी रखा गया ह?ै और फ्रीज़र के तापमान के बारे में क्या राय रखते हैं?

पानी के जमने की गति को बढ़ाने के लिए वे क्या-क्या कर सकते हैं?

जाँच-पड़ताल के लिए एक और सवाल : वॉटर कूलर/ फ्रिज़ में लम्बे समय से रख ेहुए 
पानी का क्या तापमान ह?ै मटके में रख ेपानी का क्या तापमान ह?ै

भारतीय घरों में मटके का ख़ास स्थान रहा ह ै। कुछ लोग मानते हैं कि कूलर में रख ेगए पानी की अपेक्षा मिट्टी के घड़े का 
पानी पीना ज़्यादा बेहतर ह ै। क्या वाकई ऐसा ह ैइसे जानने के लिए किसी डॉक्टर से बात करें । डॉक्टर द्वारा बताए गए कारण 
क्या हैं?

जाँच-पड़ताल - 5
उद्देश्य : स्थान के बदलने पर तापमान में आने वाले बदलाव को देखना ।

क्या छायादार क्षेत्र (किसी पेड़ के नीच)े में तापमान कम होता ह?ै कितना कम होता ह?ै छायादार क्षेत्र में तापमान का क्या 
पैटर्न होता ह?ै क्या यह धपू वाले स्थान की तलुना में हमशेा उतने ही डिग्री कम होता ह?ै

क्या कक्षा के भीतर के तापमान का पैटर्न भी इसी तरह का होता ह?ै यह बाहर के तापमान से कितने डिग्री कम होता ह?ै क्या 
यह धपू वाले स्थान की तलुना में हमशेा उतने ही डिग्री कम होता ह?ै

चर्चा करें : कक्षा के कौन-से हिस्से गर्म हैं? कौन-से हिस्से ठण ड्े हैं? ऐसा क्यों? क्या फ़र्श और छत के तल के तापमान में 
अन्तर ह?ै इसका कारण क्या हो सकता ह?ै गर्मियों में सीलिग फैन चाल ूकरने पर क्या होता ह?ै

विद्यार थ्ियों को उपयकु्त स्थानों को चनुकर और आकँड़ों को दर्ज करते हुए ज़रूरी मापन करने को कहें । विद्यार थ्ियों को अपने 
दर्ज किए गए रिकार्डों को रेखा ग्राफ़ के रूप में दिखाने को कह सकते हैं ताकि अलग-अलग स्थानों की तलुना हो सके । 
विद्यार्थी क्या अनमुान लगाते हैं? क्या वे अपने सामने रख ेगए आकँड़ों का उपयोग करते हुए अपने अनमुानों के कारण बता 
पाते हैं? उनके अनमुान कितने सही रह?े

स्थिति धूप वाले स्थान का तापमान छाया वाले स्थान का 
तापमान

कक्षा के भीतर का तापमान

सबुह 9 बजे
सबुह 11 बजे
दोपहर 1 बजे
दोपहर 3 बजे
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जाँच-पड़ताल - 6
उद्देश्य : विषय में और गहराई से उतरने के लिए स्थानीय तापमानों से आगे बढ़कर देश भर के तापमानों को 
शामिल करना ।

क्या इस समय भारत के अन्य स्थान, जैसे कि राज्यों की राजधानियों (या उसी राज्य के अन्य ज़िलों) का तापमान भी यही 
ह?ै अधिकतम तापमान वाले कौन-से शहर हैं? किन शहरों में तापमान अधिक रहता ह?ै किन में तापमान कम रहता ह?ै इस 
अन्तर का कारण क्या हो सकता ह?ै

विभिन्न शहरों के तापमानों की जानकारी दनेे वाली एक विजअुल (दृश्य) या डेटा तालिका का उपयोग करें । भारत के 
विभिन्न शहरों में औसत तापमान (डिग्री सेल्सियस) ।  (https://en.wikipedia.org/wiki/Climate_of_India)

https://mausam.imd.gov.in/ClimateInformation/imdweb/DAY_WEEK/t-0.gif  

विद्यार थ्ियों को एक अभ्यास के रूप में मानचित्र पर इन स्थानों को चिह्नित करते हुए दी गई जानकारी को दर्ज करना चाहिए 
और उसका अध्ययन करना चाहिए ।

विद्यार थ्ियों को इन आकँड़ों के विभिन्न पहलओु ंपर ग़ौर करने को कहें । उन्हें सवाल गढ़ने के लिए प्रोत्साहित करें । उनका 
मार्गदर्शन करने वाले कुछ सवाल उठाए ँ। क्या तटीय क्षेत्रों में कुछ समानताए ँहैं? हरे रंग से चिह्नित कई क्षेत्रों में भारत की 
कौन-सी भौतिक विशषेताए ँदखेी जा सकती हैं? क्या वहाँ पहाड़ियाँ हैं? क्या इन क्षेत्रों में जंगल हैं? किन स्थानों में न्यूनतम व 
अधिकतम तापमान के बीच का अन्तर सबसे अधिक ह?ै ये स्थान भारत के कौन-से भाग में स्थित हैं? जैसलमरे के तापमान 
के लिए ज़िम्मेदार कौन-सी भौतिक विशषेताए ँहो सकती हैं?

तथ्य : भारत में अभी तक का अधिकतम तापमान, 51.0 °C, मई 2016 में राजस्थान के जोधपरु ज़िले में दर्ज किया गया 
था । भारत में अभी तक न्यूनतम तापमान, −45.0 °C, जनवरी 1995 में लद्दाख में दर्ज किया गया था ।
मानचित्र पर इन स्थानों को चिह्नित करें । क्या इन दोनों स्थानों में कोई बात समान ह?ै 

जाँच-पड़ताल - 7
उद्देश्य : समय के साथ होने वाले बदलावों पर ध्यान देना और उनका विश्लेषण करना । 

विद्यार थ्ियों से उन क़िस्सों के बारे में पछूें जो उन्होंने अपने बड़ों से गर्मियों के बारे में सनेु होंगे । अधिकांश विद्यार थ्ियों ने अपने 
माता-पिता, दादा-दादी, नाना-नानी को अपनी यवुावस्था के दिनों के बारे में यह कहते हुए सनुा होगा कि उस समय उन्हें 
एसी, कूलर, फ्रिज़ आदि चीज़ों की ज़रूरत नहीं पड़ा करती थी । उनका काम इनके बिना भी आराम से काम चल जाता था । 
विद्यार थ्ियों ने खलेु आकाश के नीच ेछतों पर या बरामदों में सोने के क़िस्से भी सनेु होंगे ।

https://en.wikipedia.org/wiki/Climate_of_India
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सवाल पूछें : हमारे क्षेत्र में बीते सालों में तापमान की मापें किस प्रकार बदली हैं?

https://www.meteoblue.com/en/climate-change/bengaluru_india_1277333

किसी निकट के शहर के आकँड़े लें और विद्यार थ्ियों द्वारा हासिल की गई जानकारियों पर ग़ौर करने को कहें । हालाँकि यह 
ग्राफ़ प्रवतृ्ति या रुझान रेखा को भी दिखाता ह,ै पर औसत (मध्यमान) तापमान ग्राफ़ इस बात पर ग़ौर करने के लिए पर्याप्त हैं 
कि वार्षिक तापमान किस प्रकार बढ़ रह ेहैं ।

किन सालों में बैंगनी रेखा ने 24°C को पार किया ह?ै क्या पिछले कुछ सालों में यह वदृ्धि लगातार हो रही ह?ै इस वदृ्धि का 
कारण क्या हो सकता ह?ै क्या जनसंख्या के बढ़ने से इसका कुछ लेना-दनेा ह?ै जनसंख्या बढ़ने से तापमान पर क्या असर 
पड़ेगा? 

क्या इसका सम्बन्ध औद्योगिक प्रदषूण से ह?ै क्या इसका सम्बन्ध अत्यधिक भवन निर्माण से ह?ै 

क्या इसका सम्बन्ध हमारे निर्माणों में सीमेंट, काँच वगैरह के इस्तेमाल से ह?ै 

नोट : शोध करें और पता लगाए ँकि किस प्रकार अत्यधिक जनसंख्या, औद्योगिक प्रदषूण, कॉन्क्रीट के निर्माण तापमान 
को प्रभावित करते हैं ।

जाँच-पड़ताल - 8
उद्देश्य : समय के साथ होने वाले बदलावों पर ध्यान देना और उनका विश्लेषण करना ।

हममें से अधिकांश लोगों ने धपू में खड़ी कार, बस या ट्रेन में बैठने से होने वाली असवुिधा को झलेा ह ै।

सवाल पूछें : विभिन्न धातएु ँकिस प्रकार तापमान वदृ्धि के प्रति प्रतिक्रिया करती हैं? किसी कार के 
भीतर कितनी गर्मी हो सकती ह?ै

विद्यार्थी एक टिन के डिब्बे का उपयोग कर सकते हैं । उसे धपू में रखने से पहले उसका तापमान जाँच 
सकते हैं । उन्हें हर पाँच मिनट में तापमान मापकर परिणाम को दर्ज करने को कहें ।

इस बात पर चर्चा करें कि डिब्बे के भीतर का तापमान कितनी जल्दी बढ़ गया ह ै। बसों या ट्रेनों में यात्रा करते वक़्त या फिर 
उनका इन्तज़ार करते वक़्त, ख़ासतौर पर गर्मियों में, पानी पीते रहने की ज़रूरत के बारे में बात करें ।

तथ्य : एक औसतन 26°C तापमान वाले दिन धपू में खड़ी की गई कार के भीतर का तापमान सिर्फ  20 मिनट बाद 42°C 
तक जा सकता ह ै। 40 मिनट बाद यह तापमान 47°C तक जा सकता ह ै। 

जाँच-पड़ताल - 9
उद्देश्य : जलीय जीवन के लिए पानी के तापमान के महत्त्व को समझना ।

चर्चा करें कि पानी का तापमान किस प्रकार जलीय जीवन को प्रभावित करता ह ै। कुछ निश्चित प्रकार की मछलियाँ और 
जलीय जीवन समदु्र में बेहतर फलता-फूलता ह ैऔर कुछ मछलियाँ और जलीय जीवन झीलों-तालाबों में बेहतर पनपता ह ै। 
इनमें क्या अन्तर ह?ै क्या समदु्र का पानी नदी के पानी से ज़्यादा गर्म होता ह?ै

पता लगाए ँ: मछलियों और व्हेलों आदि के लिए आवश्यक पानी के तापमान के बारे में पता लगाए ँ।

http://www.meteoblue.com/en/climate-change/bengaluru_india_1277333
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तथ्य : हिन्द महासागर का बेसिन (द्रोणी) इस ग्रह पर महासागरों का सबसे गर्म बेसिन ह ैऔर इसका तापमान 28°C तक 
पहुचँ सकता ह ै।

जाँच-पड़ताल - 10
उद्देश्य : उस तापमान का अवलोकन करना जिस पर पेय पदार्थों को पिया जाता है ।

हम सब पेय पदार्थों का मज़ा लेते हैं और हॉट चॉकलेट या गर्मागर्म कॉफी अध्ययन करने के लिए रोचक पेय पदार्थ हो सकता 
ह ै। अपना मुहँ जलाए बिना हम किस तापमान पर इन पेय पदार्थों को पी सकते हैं? किस तापमान पर इनका स्वाद अच्छा 
लगता ह?ै उबलते दधू को ठण्डा हो जाने के लिए मझु ेकितना इन्तज़ार करना पड़ेगा कि मैं उसे कोको के साथ पी सकँू?

तथ्य : प्रसंगवश, इस बात पर चर्चा करें कि क्या दधू का क्वथनांक और पानी का क्वथनांक समान ह ै। दधू का क्वथनांक 
पानी के क्वथनांक के काफ़ी क़रीब ह ै(100.5°C) ।

विद्यार थ्ियों को उबलते पानी का तापमान मापने को कहें (दधू को कक्षा में गर्म करना मशु्किल होगा, लेकिन पानी की केतली 
को कक्षा में आसानी से गर्म किया जा सकता ह)ै ताकि इस बात की जाँच हो सके कि यह 100°C के क़रीब होता ह ैया 
नहीं । उन्हें हर 5 मिनट में तापमान की जाँच करने को कहें यह पता लगाने के लिए कि तापमान किस तरह बढ़ता-घटता ह ै। 
विद्यार थ्ियों से नतीजों को एक रेखा ग्राफ़ पर दर्ज करने को कहें जिसमें समय को सैकें डों में दिखाया गया हो (क्षैतिज अक्ष 
पर) और तापमान की मापों को डिग्री सेल्सियस में (ऊर्ध्वाधर अक्ष पर) । इस ग्राफ़ के बारे में उन्हें कौन-सी बात ग़ौर करने 
लायक लगती ह?ै 

पता लगाए ँ: बिस्किट/केक किस तापमान पर बेक किए जाते हैं?

मज़ेदार गतिविधि : विद्यार थ्ियों से ऐसे कुछ स्थानों के नाम बताने को कहें जो उनके मतुाबिक स्कू ल में सर्वाधिक गर्म स्थान 
हैं । वे इनमें से हर एक जगह एक बर्फ़  का छोटा टुकड़ा रख सकते हैं और उसके गलने के समय को माप सकते हैं ।

जाँच-पड़ताल - 11
उद्देश्य : उस तापमान का अवलोकन करना जिस पर पेय पदार्थों को पिया जाता है ।

क्या पानी की बड़ी मात्रा पानी की छोटी मात्रा की तलुना में ज़्यादा जल्दी ऊष्मा को खोती ह?ै

एक बड़े बर्तन में और एक छोटे बर्तन में गर्म पानी उड़ेलें । हर 5 मिनट में दोनों बर्तनों के तापमान की जाँच करें । ग्राफ़ बनाए ँ। 
दोनों ग्राफ़ों में क्या फ़र्क़  ह?ै

जाँच-पड़ताल - 12
उद्देश्य : ऊष्मा स्थानान्तरण को समझना ।

इस सवाल को उठाए ँकि किस तरह गर्म चीज़ों को जल्दी ठण्डा किया जा सकता ह ै। अधिकांश विद्यार थ्ियों ने अपने माता-
पिता को उबले आलओु ंको ठण ड्े पानी में रखते हुए या फिर गर्म दधू के गिलास को ठण ड्े पानी के बर्तन में रखते हुए दखेा 
होगा ताकि उनका तापमान कम किया जा सके ।

प्रयोग के उद्देश्य से विभिन्न प्रश्न उठाए जा सकते हैं । उबलते गर्म पानी के कप को 20°C कम होने में कितना समय लगता 
ह?ै अगर आप एक गर्म कप को बर्फ़  जैसे ठण ड्े पानी में 5 मिनट रखें तो उसका तापमान कितना कम हो जाएगा?

गर्म पानी को एक कप (A) में रखें और उसके तापमान की जाँच करें । अब 
इस कप को थर्मामीटर सहित ठण ड्े पानी व बर्फ़  के टुकड़ों से भरे एक बेसिन 
में रखें (B) ।

विद्यार थ्ियों से गर्म पानी के तापमान में आए बदलाव पर ध्यान दनेे को कहें ।
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विद्यार थ्ियों से पछूें कि उन्हें पानी के तापमान के बारे में क्या बात नज़र आती ह ै। क्या वह और गर्म 
हुआ या फिर ठण्डा, और या जैसे का तैसा रहा?

ठण ड्े पानी का क्या हो रहा ह?ै क्या वह गर्म हो रहा ह?ै

इस बात को इगंित करें कि किस प्रकार ऊष्मा गर्म वस्तु से ठण्डी वस्तु की ओर स्थानान्तरित हो रही ह ै।

अगर पानी की ऊष्मा को किसी गिलास में जैसे का तैसा बनाकर रखना हो तो इसके लिए विद्यार्थी 
क्या-क्या कर सकते हैं?

जाँच-पड़ताल - 13
उद्देश्य : ऊष्मा के अवशोषण पर रंग के प्रभाव को समझना ।

विभिन्न रंगों का ऊष्मा के अवशोषण पर क्या प्रभाव पड़ता ह?ै

विद्यार्थी एक जैसे आकार के 4 मर्तबान लें, इन्हें बराबर-बराबर मात्रा में पानी से भरें, उन्हें अलग-अलग रंग के काग़ज़ों 
(काला, गलुाबी, नीला और सफ़ेद ) से ढँककर फिर उन्हें धपू में रखें । वे इस बात का परू्वानमुान लगा सकते हैं कि किस 
मर्तबान का पानी सबसे गर्म होगा और किसका सबसे ठण्डा । क्या उनके परू्वानमुान सही साबित हुए?

इसी से जडु़े एक अवलोकन पर चर्चा करें कि लोग गर्मियों में हल्के  रंग के कपड़े क्यों पहनते हैं (पहले किए गए प्रयोग द्वारा 
पषु्ट) और ठण्ड में गहरे रंग के कपड़े क्यों पहनते हैं । विद्यार थ्ियों को समझाइए कि हल्के  रंगों की तलुना में गहरे रंग सरू्य की 
रोशनी को ज़्यादा अवशोषित करते हैं । इसलिए गहरे रंग, हल्के  रंगों की तलुना में धपू में ज़्यादा जल्दी गर्म हो जाते हैं ।

जाँच-पड़ताल - 14
उद्देश्य : तापमान को बनाए रखने में कपड़ों की भूमिका को समझना ।  

चर्चा करें कि किसी ठण ड्े दिन पर पहनने के लिए सबसे बेहतर क्या होता ह?ै 
स्वेटर या टीशर्ट? विद्यार्थी इस बात पर तत्काल सहमत होंगे कि वे स्वेटर पहनेंगे ।

ये सवाल उठाए,ँ “क्या स्वेटर तापमान में गर्म होता ह?ै अगर स्वेटर गर्म नहीं होता 
तो आपको गर्म रखने में वह किस प्रकार मददगार होता ह?ै”

विद्यार थ्ियों को शारीरिक ऊष्मा, ठण्डी हवा के असर, किस प्रकार स्वेटर एक 
सरुक्षा परत प्रदान करता ह,ै इस सबके बारे में संकेत दें ।

मनषु्य अपने शरीर की गर्मी को बनाए रखने के लिए स्वेटरों या जैकेटों का उपयोग करते हैं । जानवर क्या करते हैं? क्या उन्होंने 
प्राकृतिक कोट और जैकेट विकसित कर लिए हैं? विद्यार थ्ियों ने ध्यान दिया होगा कि जानवरों पर कितने सारे बाल होते हैं, 
कुछ के फूले हुए पंख होते हैं, कुछ ऊन से ढँके होते हैं । चर्चा करें कि किस प्रकार चर्बी की मोटी परतें कुछ जानवरों को ठण ड्े 
मौसम से बचाती हैं ।

जाँच-पड़ताल - 15
उद्देश्य : घर पर उपयोग किए जाने वाले गर्म करने/रखने और ठण्डा करने/रखने वाले उपकरणों पर ग़ौर करना ।

ठोस व तरल पदार्थों में ऊष्मा को बनाए रखने के विभिन्न तरीक़े  कौन-से हैं? विद्यार थ्ियों को उन उपकरणों के उदाहरण बताने 
को कहें जिन्हें वे घरों में इस्तेमाल करते हैं । (गीज़र, हॉट वॉटर बॉटल, थर्मस फ्लास्क आदि ।)

विद्यार थ्ियों को इन उपकरणों के बारे में सवाल गढ़ने के लिए प्रोत्साहित करें । उदाहरण के लिए, किसी गीज़र का अधिकतम 
तापमान क्या होता ह?ै किसी इस्तरी (आयरन/प्रेस) पर तापमान की क्या श्रेणियाँ दी हुई होती हैं? आदि ।
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विद्यार्थी इस बात की खोज कर सकते हैं कि अतीत में लोग किस प्रकार फल-सब्ज़ियों को सरुक्षित रखते थे? घर को गर्म/
ठण्डा रखने के लिए भवन निर्माणों में कौन-सी तकनीकों का इस्तेमाल किया जाता था?

तथ्य : तरल पारा -39°C पर जम जाता ह ैऔर 357°C पर उबलता ह ै। 

जाँच-पड़ताल - 16
उद्देश्य : अत्यधिक और अत्यन्त कम तापमानों वाले स्थानों के बारे में जानना ।

चर्चा करें कि लोग गर्मियों की गर्मी से निपटने के लिए क्या-क्या करते हैं? कुछ लोग 
सफ़र पर निकल जाते हैं और वे कहाँ जाते हैं?

अधिकांश लोग गर्मियों में ठण्डी जगहों पर जाना पसन्द करते हैं । हो सकता ह ै
दक्षिण भारत के लोग ऊटी या कुन्नूर जाना चाहें । उत्तर भारत के लोग उत्तराखण्ड या 
हिमाचल जा सकते हैं । अगर लोग उत्तर-परू्वी भारत के निकट रहते हैं तो वे सिक्किम 
या दार्जिलिंग जा सकते हैं । ऊटी का तापमान 25°C से कम हो सकता ह,ै हिमाचल 
में यह 20°C से 25°C के बीच हो सकता ह,ै सिक्किम में तापमान 22°C के आस-पास हो सकता ह ै। अगर लोग ऊपर 
हिमालय की तलहटी में या गंगोत्री (जहाँ से गंगा नदी की शरुुआत होती ह)ै जाते हैं, तो वहाँ तापमान -1°C हो सकता ह ै। 
वहाँ उन्हें गर्म कपड़ों की ज़रूरत पड़ेगी! निश्चित रूप से उन्हें उस वक़्त भारत के अधिकांश स्थानों पर रहने वाले 35°C से 
45°C तापमान के बेहद गर्म मौसम से काफ़ी राहत मिलेगी ।

ये कुछ स्थान हैं, जहाँ जाया जा सकता ह!ै ऐसे स्थानों पर कौन जाना चाहगेा?

•• परू्वी अटंार्कटि क पठार, अटंार्कटि का (-94°C)

•• अलास्का, संयकु्त राज्य अमरीका (-73°C)

•• ग्रीनलैंड (-69.6°C)

•• साइबेरिया, रूस (-67.7°C) (यहाँ स्कू ल तभी बन्द होते हैं जब तापमान -55°C से भी कम हो जाता ह)ै

•• यकूॉन क्षेत्र, कनाडा (-62.8°C)

इन आकँड़ों के लिए बना रेखा ग्राफ़ कैसा दिखगेा, अगर उसे तापमानों के अवरोही क्रम (ज़्यादा से कम होते) में बनाया जाए? 
क्या वह बाए ँसे दाए ँनीच ेउतर रहा होगा या बाए ँसे दाए ँऊपर चढ़ रहा होगा?

अगर तापमान इनमें से हर एक स्थान पर 15°C से बढ़ जाए तो रेखा ग्राफ़ की शक्ल किस प्रकार बदल जाएगी? 

अगर इनमें से हर एक जगह तापमान 2°C गिर जाए तो रेखा ग्राफ़ की शक्ल किस प्रकार बदल जाएगी?

यहाँ भारत के दस सबसे गर्म स्थानों की सचूी दी जा रही ह ै। इनके तापमानों के बीच क्या अन्तर ह?ै क्या आप इनमें से किसी 
स्थान पर रहते हैं? लोग गर्मी से बचने के लिए क्या-क्या उपाय करते हैं?
पता लगाए ँ: दनुिया के पाँच सबसे गर्म स्थानों के नाम व तापमान । 

भारत के 10 सर्वाधिक गर्म स्थान
क्र. स्थान अधिकतम तापमान क्र. स्थान अधिकतम तापमान
1. दिल्ली 44°C 2. चरुू 50°C
3. श्रीगंगानगर 50°C 4. बिलासपरु 49°C
5. नागपरु 48°C 6. बाँदा 48°C
7. विजयवाड़ा 45°C 8. झाँसी 47°C
9. तितिलागढ़ 45.5°C 10. फलोदी 51°C
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प्रोजेक्ट : मौसम विज्ञानी बनो!

उद्देश्य : किसी निश्चित अवधि के तापमानों में पैटर्न की तलाश करने और उनका विश्लेषण करने के लिए व्यवस्थित ढंग से 
तालिकाए ँबनाना और रिकार्ड रखना सीखने में विद्यार थ्ियों की मदद करना ।

चर्चा करें कि मौसम विज्ञानी क्या करते हैं, वे किस तरह जानकारी इकट्ठा करते हैं और पैटर्नों की तलाश करते हैं । निश्चित वक़्त 
पर दनैिक तापमानों को दर्ज करने और उनका वर्णन करने के लिए विद्यार थ्ियों को समहूों में विभाजित करना चाहिए । वे मौसम 
के अन्य चिह्नों को भी दर्ज कर सकते हैं । उनके द्वारा दखे ेगए पैटर्नों के आधार पर वे अगले दिन या हफ़्ते के लिए परू्वानमुान 
लगा सकते हैं । वे मानक मौसम रिपोर्टों के साथ अपने परू्वानमुान की तलुना कर सकते हैं । उनके परू्वानमुान वास्तविकता के 
कितने क़रीब थे?

विद्यार थ्ियों से एक चार्ट में रोज़ के मौसम को दर्ज करना/उसका वर्णन करना शरुू करने के लिए कहें । मापे गए तापमान और 
उजला, हवादार, बादलों से घिरा जैसे शब्दों का इस्तेमाल करें ।

एक हफ़्ते तक अख़बार/मौसम की वेबसाइटों पर दिए जाने वाले दनैिक मौसम 
परू्वानमुानों की तलुना वास्तविक स्थितियों से कीजिए । (दोनों आकँड़ों की तलुना 
करने के लिए दोनों को दिखाने वाला एक ग्राफ़ बनाइए ।)

चर्चा करें : ऐसी कौन-सी परिस्थितियाँ होती हैं जहाँ हमें तापमान के सटीक मापों 
की ज़रूरत होती ह?ै

जाँच-पड़ताल - 17
उद्देश्य : तापमान के ग्राफ़ों को समझना/समझाना ।

ग्राफ़ दिखाते हैं कि दिन और रात के दौरान तापमान का क्या हुआ । किस समय पर तापमान बढ़ना शरुू हुआ? किस समय 
पर यह गिरना शरुू हुआ?

आगे दिए गए ग्राफ़ों में से कौन-सा ग्राफ़ तापमान का स्थिर होना दिखाता ह?ै

आगे दिए गए ग्राफ़ों में से कौन-सा ग्राफ़ तापमान का स्थिर होना और फिर ठण्डा होना दिखाता ह?ै

आगे दिए गए ग्राफ़ों में से कौन-सा ग्राफ़ तापमान का गर्म होना दिखाता ह?ै

आगे दिए गए ग्राफ़ों में से कौन-सा ग्राफ़ तापमान का स्थिर रहना और फिर गर्म होना दिखाता ह?ै
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ग्राफ़ A ग्राफ़ B

ग्राफ़ C ग्राफ़ D

रूही केक बनाने के लिए अपने ओवन को पहले ही गर्म करती ह ै। ओवन के गर्म होने के बाद वह बेकिग के लिए ट्रे को ओवन 
में रख दतेी ह ै। इनमें से कौन-सा ग्राफ़ इस प्रक्रिया के दौरान उसके ओवन के तापमान को दर्शाता ह?ै
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चर्चा करें : व्यक्तिगत जवाबदहेी/ज़िम्मेदारी को समझना । “हम क्या कर सकते हैं? मैं कैसे मदद कर सकता हू?ँ”

विश्व के बढ़ते तापमानों की वदृ्धि के पीछे कई कारक शामिल हैं । शिक्षकों को विद्यार थ्ियों के साथ आय-ुउपयकु्त स्तर पर 
ग्लोबल वार्मिंग के बारे में चर्चा करनी चाहिए ।

हो सकता ह ैउनकी छोटी उम्र में इस सबके बारे में ज़्यादा कुछ करना सम्भव न 
हो । लेकिन हम छोटी ही सही लेकिन महत्त्वपरू्ण चीज़ें करना शरुू कर सकते हैं 
ताकि हम इस समस्या में और योगदान न दें ।

जब आप लाइटों, टीवी, कम्प्यूटर का उपयोग न कर रह ेहों तो उन्हें बन्द कर दें ।

ऐसे किसी भी इलैक्ट्रॉनिक उपकरण का प्लग निकाल दें जिसे आप रिमोट से 

(minutes)
(minutes)
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ग्राफ़ A ग्राफ़ B

ग्राफ़ C ग्राफ़ D
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हो सकता ह ैउनकी छोटी उम्र में इस सबके बारे में ज़्यादा कुछ करना सम्भव न 
हो । लेकिन हम छोटी ही सही लेकिन महत्त्वपरू्ण चीज़ें करना शरुू कर सकते हैं 
ताकि हम इस समस्या में और योगदान न दें ।

जब आप लाइटों, टीवी, कम्प्यूटर का उपयोग न कर रह ेहों तो उन्हें बन्द कर दें ।
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चाल ूकर सकते हैं (टीवी, डीवीडी प्लेयर, लैपटॉप आदि) । ये उपकरण तब भी बिजली का उपयोग करते हैं जब वे ‘बन्द’ हों ।

एसी का उपयोग कम करें । जब गर्मी हो तो पंखों का उपयोग करें जो कम ऊर्जा खपत करते हैं । जब ठण्ड हो, तो ऊर्जा को 
बचाए रखने के लिए गर्म कपड़े पहनिए । 

हर जगह कार से जाने के बजाय पैदल चलकर या फिर अपनी बाइक से जाए ँ। 

आप अपनी ख़ुद की सब्ज़ियाँ व फल उगाकर इस स्थिति में मदद कर सकते हैं ।

आप एक पेड़ लगाकर मदद कर सकते हैं ।

किराने के लिए फिर से उपयोग हो सकने वाले झोलों का प्रयोग करें ।

आप जिस भी चीज़ का पनुः उपयोग कर सकते हैं, कीजिए ।

जब भी सम्भव हो कम काग़ज़ का उपयोग कीजिए ।

बोतलबन्द पानी के बजाय छाना हुआ पानी पीजिए । अपने पीने का पानी बार-बार उपयोग की जा सकने वाली बोतल में 
रखें । प्लास्टिक की पानी की बोतलें पर्यावरण के लिए विनाशकारी हैं!

ऐसा उत्पाद ख़रीदिए जिसमें पैकेजिंग की कम सामग्री लगी हो । अगर आप पैकेजिंग सामग्री को रीसाइकल (दोबारा प्रयोग) 
करें भी तो पहले तो उन्हें बनाने में ही ऊर्जा लगती ह ैऔर फिर उनसे कुछ और बनाने में भी ऊर्जा लगती ह ै।

तापमान जैसे विषयों के अध्ययन में प्रयोग, नतीजों के दस्तावेज़ीकरण, और आकँड़ों के विश्लेषण को प्रोत्साहित किया जाना 
चाहिए और इसे एक ऐसी समझ की ओर ले जाना चाहिए जो हमारी जीवनशलैी में बदलावों के लिए एक प्रेरक शक्ति के 
रूप में काम करे ।

तापमान रज़ाई
तापमान रज़ाई आमतौर पर एक साल भर चलने वाला 
प्रोजेक्ट ह ैजो किसी क्लास के विद्यार थ्ियों द्वारा किया 
जा सकता ह,ै ख़ासतौर पर तब जब वे इस पलुआउट 
में सझुाए गए ढंग से मिलते-जलुते ढंग में तापमान का 
अध्ययन कर रह ेहों ।

हर दिन, आप उस दिन के उच्चतम और न्यूनतम तापमानों 
को दर्शाने वाला एक पैबन्द बनाए ँ। रंगों का व पैबन्द के 
पैटर्न का चनुाव परूी तरह आप पर निर्भर करता ह ै। ये 
पैबन्द या तो हाथ से या फिर सिलाई मशीन से सिले जा 
सकते हैं । तापमान का दायरा उस स्थान के आधार पर 
तय किया जाता ह ैजिसके आकँड़ों का दस्तावेज़ीकरण 
किया जा रहा हो । उच्चतम और न्यूनतम तापमान को 
हर दिन एक ही समय पर दर्ज क्या जाना चाहिए ।

चित्र-1 :
 (तापमान) रज़ाई बनाने वाली चित्रा लक्ष्मीनारायण, जो 
चने्नई में रहती ह,ै ने चार्ट में दिखाए गए रंगों का चयन 

किया ।
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चित्र-2 : हर दिन का पैबन्द 3.5 इचं × 7 इचं का एक आयत था जो दो 3.5 इचं × 3.5 इचं के वर्गों से मिलकर बना था ।

चित्र-2
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चित्र-3

बीच में स्थित समान्तर चतरु्भुज AQCP दिन का न्यूनतम तापमान दिखाता ह ैऔर कोनों में स्थित त्रिभजु ADQ तथा PCB 
दिन का उच्चतम तापमान दिखाते हैं । आपको कितने सर्वांगसम त्रिभजु दिखाई द ेरह ेहैं? रज़ाई बनाने वाले ने दोनों रंगों (हरा 
और सफ़ेद ) के 3.5 इचं × 3.5 इचं वर्ग काटे, और फिर इनसे अर्ध-वर्ग त्रिभजुों को बनाया, जिन्हें फिर आपस में सिलकर 
विषम त्रिभजु वाले वर्ग बनाए । फिर इन वर्गों को मिलाकर एक 3.5 इचं × 7 इचं का आयत बनाया ।
अन्त में, हर महीने के आयतों को आपस में सिलकर एक पट्टी बनाई और फिर साल के अन्त में इन पट्टियों को मिलाकर 
चित्र-4 में दिखाई गई सनु्दर रज़ाई तैयार की गई ह ै। 

चित्र-4



चित्र-5a  चित्र-5b

चित्र-5 में गीता श्रीनिवासन द्वारा बनाई गई दो तापमान रज़ाइयाँ दिखाई गई हैं । उन्होंने चने्नई के तापमान (चित्र-5a) और 
शफैील्ड, यकेू (चित्र-5b) के तापमान का दस्तावेज़ीकरण किया । पैबन्द के आकार-आकृति, पैबन्द के भीतर के ज़्यामितीय 
पैटर्न, और रंगों के चनुाव में अन्तर पर ध्यान दीजिए ।

तापमान रज़ाइयाँ आकँड़ों का दस्तावेज़ीकरण करने और रचनात्मकता व नवाचार को स्थान दनेे का एक नतून तरीक़ा हैं । 
रज़ाई बनाने वाले भी इतिहासकार होते हैं!

टिप्पणी : यहाँ दिखाई गई सभी रज़ाइयाँ द स्क्वेयर इचं, चने्नई में तैयार की गई हैं ।

पद्मप्रिया शिराली वैली स्कू ल (बेंगलरूु) और ऋषि वैली (आन्ध्र प्रदशे) स्थित कम्युनिटी मथै सेंटर 
का हिस्सा हैं, जहाँ वे 1983 से काम कर रही हैं । वे गणित, कम्प्यूटर एप्लीकेशसं, भगूोल, अर्थशास्त्र, 
पर्यावरण अध्ययन और तेलगु ूजैसे विभिन्न विषय पढ़ाती रही हैं । 1990 के दशक में, उन्होंने दिवंगत 
श्री पी. के. श्रीनिवासन के साथ मिलकर काम किया । वह उस टीम का हिस्सा थीं जिसने ऋषि वैली 
रूरल सेंटर के ‘स्कू ल इन ए बॉक्स’ नाम से जाने जाने वाले बहुकक्षा प्रारम्भिक शिक्षा कार्यक्रम को 
तैयार किया । वह वर्तमान में एनसीईआरटी पाठ्यपसु्तक विकास समहू का हिस्सा हैं । पद्मप्रिया से 
padmapriya.shirali@gmail.com पर सम्पर्क  किया जा सकता ह ै।    

अनुवाद : भरत त्रिपाठी      पुनरीक्षण : प्रतिका गपु्तापद्मप्रिया शिराली



गणित और गणित शिक्षा पर एक गहन, 
गम्भीर पत्रिका । 

शिक्षकों, शिक्षक-प्रशिक्षकों और 
विषय से जडु़े विद्यार थ्ियों के लिए ।

इस पत्रिका में, शिक्षक :

•	 कक्षा में या अन्यत्र उपयोग के लिए संसाधनों तक पहुचँ सकते हैं

•	 ऐसे गणितीय विषयों के बारे में भी पढ़ सकते हैं, जो सम्भवतः नियमित स्कू ली पाठ्यक्रम में 
नहीं होते हैं

•	 अपने स्वयं के लिख ेलेख भजे सकते हैं

•	 पत्रिका के माध्यम से अन्य लोगों के साथ बातचीत कर सकते हैं, और अपनी अनसलुझी 
समस्याओ ंको हल कर सकते हैं

•	 अपने मलू अवलोकन और खोजों को साझा कर सकते हैं

•	 स्कू ल स्तर के गणित के विभिन्न पहलओु ंके बारे में लिख सकते हैं और चर्चा कर सकते हैं ।

प्रकाशक : 

अज़ीम प्रेमजी विश्वविद्यालय

आप एट राइट एगंल्स यहाँ से प्राप्त कर सकते हैं :

निःशुल्क सदस्यता लें

https://azimpremjiuniversity.edu.in/at-right-angles

इस लिक पर एट राइट एगंल्स के हाई-रेज और लो-रेज संस्करण निःशलु्क डाउनलोड के 
लिए उपलब्ध हैं । अलग-अलग लेख भी नीच ेदी गई लिंक से डाउनलोड किए जा सकते हैं

https://bit.ly/AtRightAnglesrepositor

ई-मेल पर 
AtRightAngles.editor@apu.edu.in

हम इस ईमले आईडी पर आपके लेखों और 
राय का स्वागत करते हैं । लेख भजेने लिए 
नीति और दिशा-निर्देश पत्रिका के अन्दर 
दिए गए हैं ।

आपकी प्रतिक्रिया हमारे लिए महत्त्वपरू्ण ह ै।

हमें अवश्य लिखें ।

फेसबुक पर

https://www.facebook.com/
groups/829467740417717/

AtRiUM (एट राइट एगंल्स, अस एडं मथै) 
पत्रिका का फेसबकु पेज ह ै।

यह ई-स्पेस में हमारे पाठकों को जोड़ने के 

लिए एक मचं के रूप में कार्य करता ह ै। शिक्षक, विद्यार्थी, शिक्षक-
प्रशिक्षक, भाषाविद ्और शिक्षाशास्त्र के विशषेज्ञ इस समदुाय का 
हिस्सा हैं, इस कारण से इसकी पोस्ट में विविधता ह ैऔर चर्चाए ँभी 
गम्भीर और गहन होती हैं । 23
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