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कक्षा से  

पूर्ि संख्या और र्िन् िों के साथ जोड़ के गुर्धमों 
की खोज 
स् वात़ी सरकार  
मुख्य शब्द : पूर्ण संख् या, भिन् न, क्रमविननमय गुर्धमण, साहचयण गुर्धमण 

 
यह लेख एट राइट एगंल्स पत्रिका के िॉल्यूम 3, अंक 1 में प्रकाभित गुर्ा पर आधाररत 
पुलआउट (https://anuvadasampada.azimpremjiuniversity.edu.in/638/) से प्रेररत है। इस 
पुलआउट में पद्मवप्रया भिराली ने उल्लेख ककया है कक कैसे हम गुर्ा के क्रम-विननमय, साहचयण 
और वितरर् के गुर्धमों को दृश्य रूप में (visually) भसद्ध कर सकते हैं। इसमें अच्छी बात है 
कक यह विधधयााँ गर्ना से मुक्त हैं और पूर्ण संख्याओं के ककसी िी संयोजन के भलए इन्हें 
इस्तेमाल ककया जा सकता है या इनकी कल्पना की जा सकती है, चाहे संख् याएाँ ककतनी िी 
बडी क् यों न हों। हमें समान तरीके का इस्तेमाल करके योग के गुर्धमों को खोजने में दिलचस्पी 
हुई। पहले तीन संख्या-समुच्च्यों यानी पूर्ण संख् या, भिन् न संख् या और पूर्ाांक सिी के भलए 
योग के क्रम-विननमय और साहचयण गुर्धमों की बुननयािी प्रकक्रयाएाँ समान रहती हैं। इस लेख 
में, हम पूर्ण संख्या और भिन्न के बारे में चचाण करेंगे। आमतौर पर इन पर पाठ्यपुस्तक या 
कक्षा में चचाण नहीं की जाती है। यहााँ तक कक यदि उच्च प्राथभमक स्तर पर इनका ज़िक़्र हो 
तो िी किी-किार ही इनकी तकण - संगतता पर बात होती है। ज़्यािातर तो इन् हें मान भलया 
जाता है। हमने महसूस ककया कक विद्याधथणयों के भलए इन गुर्धमों की समझ बनाना ़िरूरी 
है, और वि़ुिअलाइजेिन ऐसा करने के भलए एक आििण साधन होगा। 

इसके भलए हम िो मॉडलों का उपयोग करेंगे : पूर्ण संख्या के भलए काउंटर और पूर्ण के रूप में 
भिन्न के भलए इकाई िगण। तो छह को छह काउंटर द्िारा और िून्य को ककसी िी काउंटर की 
अनुपजस्थनत के रूप में ििाणएाँगे। 1

4
 को एक िगण को 4 ऊर्धिाणधर दहस्सों में बराबर बााँटकर, और 

उनमें से 1 दहस् से को छायांककत करके ििाणएाँगे। इसी तरह 5

3 
 को िो समान िगों में से हरेक 

को 3 बराबर दहस् सों में बााँटकर उसके 5 दहस् सों को छायांककत करके ििाणएाँगे (चित्र-1)। इनका 
योगफल, कुल काउंटसण की संख्या (पूर्ण संख्याओं के भलए) या कुल छायांककत क्षेि (भिन् न 
संख् याओं के भलए) होगा। ककसी िी योग x + y के भलए, x बाईं ओर और y िाईं ओर दिखाया 
गया है। 
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                                        चित्र-1 

क्रम-ववनिमय गुर्धमि  

क्रम-विननमय गुर्धमण की समझ बनाने के पीछे मूल विचार ककसी योगफल को िो अलग-अलग 
पररप्रेक्ष्य से िेखना है।  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

‘A’ और ‘B’ पर जस्थत विद्याधथणयों के िो समूहों, जो योगफलों को िजण कर रहे हैं, का यह 
ननष्कर्ण ननकालना समझ आता है कक 11 + 4 = 4 + 11 है क्योंकक ‘A’ या ‘B’ ककसी िी 
त्रबन्ि ुसे िेखने पर काउंटसण की संख् या में बिलाि नहीं होता है। र्धयान िें कक यह ककन्हीं िी 
िो पूर्ण संख्याओं के भलए सही है। यह िेखना आसान है कक एक या िोनों संख्याओं के िून्य 
होने पर िी यह बात सही है। बडी संख्याओ,ं जैसे 100 या यहााँ तक कक 50 के भलए िी, बहुत 
सारे काउंटसण को इस तरह जमाना बोझझल हो सकता है। इसभलए बच्चों को उतनी ही बडी 
संख् याओं के भलए ऐसी कल्पना करने के भलए प्रोत्सादहत ककया जाना चादहए, जजनको िे 
वि़ुिअलाइ़ि कर सकें ।   

जब भिन्नों की बात आती है, तो तीन सम्िािनाएाँ होती हैं : 

1. उधचत + उधचत  

यहााँ 11 + 4 पर विचार करें, जैसा धचि-2 (त्रबन्ि ुB से िेखने पर) में दिखाया गया 
है। ननरीक्षर् करें कक यह त्रबन्ि ुA से कैसा दिखता है। इसे धचि-3 में दिखाया गया है 
और यह धचि-2 को 180° घुमाने पर बने धचि जैसा ही है। इसभलए त्रबन्ि ुB से िेखने 
पर यह 11 + 4 है और त्रबन्ि ुA  से िेखने पर 4 + 11 है। 

धचि-3 धचि-2 

 

 

 

 

                                              A  

 

 

 

 

          

   B 
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2. विर्म + उधचत (और इसभलए उधचत + विर्म िी)  
3. विर्म + विर्म 

 
हम क्रमांक 2 पर िी गई सम्िािना का एक उिाहरर् प्रस्तुत करेंगे और िसूरी सम्िािनाओं 
को समान तरीके से वि़ुिअलाइ़ि ककया जा सकता है। आइए चित्र 4 और 5 में दिखाए अनुसार 
भिन् नों के इस योगफल पर विचार करें।  

 
 

 

         

           चित्र-4                                 चित्र-5  

 
 

 

 

 

 

 

साहियि गुर्धमि   

इसके भलए, मूल विचार यह है कक अगर हमें x + y + z को जोडना है, तो इससे कोई फ़कण  
नहीं पडता कक हम पहले x और y को जोडते हैं या y और z को। 

 

 

 

                                   चित्र-6  

पूर्ण संख्याओं के भलए इसे एक गनतविधध के रूप में सबसे अच्छी तरह से ककया जा सकता है। कोई 
िी तीन पूर्ण संख्याएाँ लें, जसैे कक 7, 4 और 10 और इन्हें काउंटसण के समूह के रूप में ििाणएाँ, अथाणत, 
पहले समूह में 7 काउंटसण, िसूरे समूह में 4 काउंटसण आदि (धचि-6)। अब 7 + 4 + 10 का योगफल 
तीनों समूहों को एक कर िेगा। यदि प्रत्येक चरर् में केिल िो समूहों को जोडा जा सकता है, तो चरर् 
1 में पहले और िसूरे समूह को जोड सकते हैं, यानी, 7 + 4 का योग, और चरर् 2 में तीसरे समूह 

चित्र-4, त्रबन्ि ुB के पररपे्रक्ष्य से है और यह 5

3 
+

1 

4 
 को दिखाता है, जबकक धचि-5,  इसी प्रश्न 

को त्रबन्ि ुA के पररपे्रक्ष्य स ेदिखाता है और यह 1

4  
+

5 

3 
 है। यहााँ पूर्ण को (इकाई िगण को) 

विर्म भिन् न के अन्िर हाइलाइट करके दिखाया गया है। एक बार कफर चूाँकक भसफ़ण  पररपे्रक्ष्य 
बिलता है, इसभलए बच् च ेइस बात का अिलोकन कर सकते हैं भिन् नों के योगफल में कोई 
बिलाि नहीं होता है, यानी कक 5

3 
+

1 

4 
   = 

1

4  
+

5 

3 
। र्धयान िें कक यह ककन् हीं िी िो भिन् नों 

के भलए सही है। िास्ति में, ककसी िी पूर्ण संख्या को उतने ही इकाई िगों द्िारा ििाणया जा 
सकता है। इसे पूर्ण संख्या और भिन् न संख् या के ककसी िी योग के भलए बढाया जा सकता 
है। 
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को इसके साथ जोडा जा सकता है, अथाणत, 10 को 7 + 4 के योगफल में जोडना, या (7 + 4) + 
10। िहीं िसूरे तरीके के, चरर् 1 में हम िसूरे और तीसरे समूह यानी 4 + 10 का योग कर सकते हैं 
और चरर् 2 में हम 4 + 10 के योगफल में पहले समूह को जोड सकते हैं, यानी 7 + (4 + 10)। 
िोनों ही तरीकों में पररर्ाम यह होता है कक तीनों समूह भमलकर एक हो जाते हैं, जजसमें कोई अनतररक्त 
काउंटर न िाभमल ककया जाता है, और न ही बाहर ककया जाता है। इसभलए इन िोनों योगफलों के 
समान होने को उधचत ठहराया जा सकता है, अथाणत, (7 + 4) + 10 = 7 + (4 + 10)। र्ध यान िें कक 
तीनों पूर्ण संख्याओं को त्रबना सोचे-समझे चुना गया था। बडी संख्याएाँ जैसे कक 100, 1000, आदि के 
भलए, यदि काउंटसण के समूह बनाना बोझझल या दिक़्ककत िरा हो तो, तो इस प्रकक्रया की कल्पना की 
जा सकती है। इस तरह स ेइसे ककन् हीं िी तीन पूर्ण संख् याओं के भलए सामान्यीकृत ककया जा सकता 
है।  

 

भिन् न के भलए, हम काउंटसण के समूहों की बजाय छायांककत क्षेिों को जोडने पर विचार कर 
सकते हैं। इसके भलए आठ सम्िािनाएाँ हैं : 

1. सिी 3 संख्याएाँ उधचत भिन्न हों 
2. 2 उधचत भिन्न हों और 1 विर्म भिन्न  

क.  उधचत + उधचत + विर्म  
ख.  उधचत + विर्म + उधचत  
ग.  विर्म + उधचत + उधचत 

     3. 1 उधचत भिन्न हो और 2 विर्म भिन्न 
क.  उधचत + विर्म + विर्म 
ख. विर्म + उधचत + विर्म 
ग. विर्म + विर्म + उधचत 

  4. सिी 3 संख्याएाँ विर्म भिन्न हों 

यहााँ पर हम क्रमांक 2‘ग’ में िी गई जस्थनत का एक उिाहरर् दिखा रहे हैं, और बाकी 
सम्िािनाओं को खोजने का काम पाठकों के भलए छोड रहे हैं।  

 

 

                       

                            चित्र-7 

धचि-7, उिाहरर्  5

3 
+

1 

4 
 +

4 

7 
   के िुरुआती त्रबन् ि ुको ििाणता है।  
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हम चरर् िर चरर् यह ििाणते हैं कक (5

3 
+

1 

4 
) + 4 

7 
 और 5

3 
 + (1

4 
+

4  

7 
) को क्रमि: दिखाने के 

भलए क्षेिों को कैसे जोड सकते हैं। साथ ही यह िी ििाणते हैं कक अजन्तम पररर्ाम िोनों के 
भलए समान है। इसभलए, (5

3 
+

1 

4 
) + 4 

7 
 = 5

3 
 + (1

4 
+

4  

7 
) 

 

 

र्ध यान िें कक इसे ककन् हीं िी तीन भिन् न और यहााँ तक कक भिन् नों और पूर्ण संख्याओं के 
संयोजन के भलए उपयोग ककया जा सकता है। इसभलए इसे भिन्न और परू्ण संख्या के ककसी 
िी संयोजन के भलए सामान्यीकृत ककया जा सकता है। यह िी र्धयान िें कक छायांककत क्षेि  
की कुल कै्षनतज लम्बाई उस योगफल का आनुपानतक प्रनतननधधत्ि है, जजसे िह ििाणती है। 
इसका उपयोग संख्या रेखा पर योगफल दिखाने के भलए ककया जा सकता है। यह पररमेय 
संख्याओं और िास्तविक संख्याओं के भलए इन गुर्धमों की जााँच करने की दििा में एक 
महत्त्िपूर्ण किम है।  

स् वात़ी सरकार अ़िीम प्रेमजी विश् िविद्यालय के स्कूल ऑफ़ कंदटन्यूइंग एजुकेिन एंड यूननिभसणटी 
ररसोसण सेंटर की िररष् ठ व् याख् याता और स्रोत व् यजक्त हैं। गझर्त उनका िसूरा प्यार है (पहला 
धचिांकन है)। उन्होंने िारतीय सांजख्यकीय संस्थान से बीस्टैट-एमस्टैट और िाभिगंटन 
विश्िविद्यालय, भसएटल से गझर्त में एमएस ककया है। िह 5 िर्ों स ेअधधक समय से बच्चों 
और भिक्षकों के साथ गझर्त पर काम कर रही हैं और सिी तरह की व्यािहाररक और कक्रयािील 
गनतविधधयों, वििेर्कर ओररगेमी में गहरी दिलचस्पी रखती हैं। उनसे swati.sircar@apu.edu.in 
पर सम्पकण  ककया जा सकता है। 

अिुवाद : ननिेि सोनी    
ेेपुिरीक्षर् एवं कॉप़ी-एड़ीटटगं : कविता नतिारी   
सम्पादि : राजेि उत्साही 
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