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Translation of The ‘Conjoining’ error in School Algebra : 
K.Subramaniam_From_Azim Premji University At Right Angles_March,2018  
_______________________________________________________________________________ 

कक्षा से  

स्कूली ब़ीजगणित में ‘संयुग्मि’ की त्रुटट  
के. सुब्रमण्यम  
 

मुख्य शब्द : बीजगणित, तु्रटि विश्लेषि, संज्ञान, दृश्यस्थाननक (Visuospatial), व्यंजक, 
समानता, सरलीकरि, BODMAS 

कई बच्चे जो अंकगणित में काफ़ी हद तक कुशल होते हैं, िे स्कूली बीजगणित में बडी 
कटिनाइयों का सामना करते हैं। इसके चलते उनके प्रदशशन में लगातार और बडे स्तर पर कमी 
आ सकती है और अन्तत: िे गणित छोड सकत ेहैं। इससे प्रभािी ढंग से ननपिने के ललए 
पहला क़दम यह समझना है कक यह कटिनाइयााँ क्यों होती हैं। किर उसके अनुरूप लशक्षि में 
बदलाि ककए जाने चाटहए। यटद बच्चों को इन कटिनाइयों स ेउबरने में मदद क़ी जाए, तो 
इससे कुछ बच्चों को गणित छोडने या विज्ञान जैसे विषयों (जजनमें गणित क़ी आिश्यकता 
होती है) से दरू होने स ेबचाया जा सकता है। यह लेख बीजगणित में होने िाली एक विशेष 
तु्रटि (जो कक काफ़ी आम है) के सम्भावित कारिों पर संक्षेप में चचाश करता है। हालााँकक हमारा 
ध्यान लसफश  एक विशेष तु्रटि पर है, लेककन इसका विश्लेषि करने स ेबीजगणित के उन गहन 
मुद्दों के बारे में भी जानकारी लमलती है, जजसमें बच्चों को समस्या है। हमारी चचाश गणित-
लशक्षा में बीजगणित सीखने पर हुए शोध पर आधाररत है। भारत सटहत दनुनया भर में कई 
स्थानों पर ककए गए इस तरह के शोध न केिल बच्चों द्िारा क़ी जाने िाली विलभन्न प्रकार 
क़ी तु्रटियों का विश्लेषि करते हैं, बजकक बीजगणित-लशक्षि के बेहतर तरीके़ भी विकलसत करत े
हैं। इस शोध पर चचाश को इस लेख में शालमल करना काफ़ी लम्बा होगा। हालााँकक, हम यहााँ 
पर उन लेखों के सन्दभश दे रहे हैं जो बीजगणित-लशक्षि के ललए ऐस ेही एक दृजटिकोि के बारे 
में बताते हैं, जो होमी भाभा केन्र में विकलसत ककया गया था।  

 

संयुग्मि तु्रटट (Conjoining Error)  
संयुग्मन तु्रटि बीजीय व्यजंकों को सरल करने के कायश क़ी प्रनतकिया के रूप में देखी जाती है। 
उदाहरि के ललए इन दो िाक्यों को देखें :   
1) 5 + 2a = 7a*       2) 5a + 2b = 7ab*  

(दाईं ओर लगा एजस्िक इस बात को इंगगत करता है कक जिाब ग़लत है।)  
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कई लशक्षक इसे उन सबसे ज़्यादा क़ी जाने िाली तु्रटियों में स ेएक के रूप में पहचानते हैं जो 
िे बच्चों के काम में देखते हैं। “सयंुग्मन तु्रटि” से तात्पयश दो पदों को ग़लत ढंग से जोडने स े
है। आगे बढ़ने से पहले, हमें यह स्पटि करना चाटहए कक यह दोनों िाक्य िास्ति में ग़लत 
नही ंहैं, यटद इन्हें सिशसलमकाओ ंके बजाय समीकरिों के रूप में समझा जाए। यटद िाक्य 1 
को एक समीकरि के रूप में समझा जाए तो यह सही होगा जब a = 1 हो। इसी तरह िाक्य 
2 िलन b = 5a/(7a-2), जहााँ पर a ≠ 2/7 है, द्िारा प्राप्त a और b के सभी जोडों के ललए, 
सही होगा। यह िाक्य ग़लत तभी होते हैं जब इन्हें सिशसलमकाओं (यानी ऐसा िाक्य जो चर के 
सभी मानों के ललए सत्य हो) के रूप में समझा जाता है। बाईं ओर के व्यंजक का दाईं ओर के 
व्यंजक के रूप में सरलीकरि केिल तभी सम्भि है जब बायााँ पक्ष (LHS), दाएाँ पक्ष (RHS) के 
एकदम बराबर हो।  

 

यटद आप एक लशक्षक हैं तो आप इस तु्रटि से कैसे ननपिेंगे? इसके ललए बार-बार टदए जाने 
िाला एक सुझाि यह है कक हमें ‘समान’ पदों (like terms) क़ी अिधारिा पर जोर देना चाटहए। 
आप समान पदों को जोड सकते हैं िीक िैसे ही जैस ेआप सेब से सेब को जोड सकते हैं, 
लेककन केले में सेब नही ंजोड सकते हैं। पर इस ेयाद रखना बहुत मुजश्कल है, खासकर तब 
जब हमारा सामना ऊपर उदाहरि 2 में टदए गए जैसे िाक्य से होता है। कोई बच्चा सोच 
सकता है कक 7 िल (जो कक सेब और केले हैं) पाने के ललए हम हमेशा एक िोकरी में 5 सेब 
और 2 केले एक साथ रख सकते हैं। इसललए बच्चे 5a + 2b = 7ab* जिाब देते हैं, और 
‘िलों का सलाद’ िाला बीजगणित वििल हो जाता है। इसके अलािा, बच्चे को यह सोचने के 
ललए प्रेररत करना और भी ज़्यादा गम्भीर ग़लतफहमी है कक व्यंजक में ‘a' का मतलब एक 
सखं्या न होकर कोई चीज जैस ेकक सेब है।  

 

तु्रटि के बारे में सोचने का एक और तरीक़ा यह देखना है कक क्या अंकगणित में इसका कोई 
प्रनतस्थानी (counterpart) है या नही।ं िास्ति में हम उदाहरि 1 का एक प्रनतस्थानी प्राप्त कर  
सकते हैं, जो नीचे (1a) में प्रस्तुत ककया गया है, लेककन उदाहरि 2 के ललए एक प्रनतस्थानी 
के बारे में सोचना मुजश्कल है।  

1) 5 + 2a = 7a*        

1a) 5 + 2 x 3 = 7 x 3 = 21*  

 

(1a) में तु्रटि यह है कक इसमें संकियाओ ंके िम क़ी पररपािी या BODMAS ननयम िूि गया 
है। चूाँकक बीजगणितीय िाक्य में तु्रटि अंकगणितीय तु्रटि के समान ही टदखती है, इसललए कोई 
यह सोच सकता है कक इससे ननपिने का सही तरीक़ा बच्चों को BODMAS ननयम क़ी याद 
टदलाना और उन्हें इसे लागू करने का अभ्यास कराना है। जैसा कक हम देखेंगे, (1) और (1a) 
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में तु्रटियों के अन्तननशटहत कारि बहुत लभन्न हो सकते हैं। दसूरे शब्दों में, हालााँकक (1) और 
(1a) में हुई तु्रटि गणितीय रूप से समान हैं, परन्तु संज्ञानात्मक पहल ू(जो तु्रटियों का कारि 
बनते हैं) बहुत लभन्न हो सकते हैं।  

 

आइए पहले, हम इस बारे में विचार करें कक संकियाओं के िम का ननयम क्यों लसखाया जाता 
है। कई गणितज्ञ यह कह सकते हैं कक ऐसा ननयम अनािश्यक है। िास्ति में, (1a) में बाएाँ 
पक्ष का व्यंजक अस्पटि है क्योंकक हमने कोटिक नहीं लगाए हैं। हम दो अलग-अलग मान 
प्राप्त करने के ललए कोटिक को दो तरीक़ों से लगा सकते हैं :   

(5 + 2) x 3 = 7 x 3 = 21 या 5 + (2 x 3) = 5 + 6 = 11  

एक बार जब हम कोटिक लगा देते हैं, तो यह दोनों ही सही होत ेहैं। इसललए गणितीय रूप 
स ेसही यह होगा कक जब भी हमारे पास दो या दो से अगधक द्विआधारी संकियाएाँ (binary 

operations) एक ही व्यंजक में हों, तो हमें कोटिक लगाना चाटहए। अन्यथा, व्यंजक अस्पटि 
होगा, लसिाय इसके कक सभी द्विआधारी संकियाएाँ योग या गुिन क़ी हों। इस जस्थनत में 
कोटिक लगाने के विलभन्न तरीके़ एक ही पररिाम देते हैं।  

(5 + 2) + 3 = 5 + (2 + 3) = 10 और 

(5 x 2) x 3 = 5 x (2 x 3) = 30  

यह, ननजश्चत रूप से, गिुन ि योग के साहचयश गुिधमश के कारि होता है। 

  

उपरोक्त को ध्यान में रखते हुए यह स्पटि है कक BODMAS या संकियाओं के िम का कोई 
अन्य ननयम एक पररपािी है जो कोटिक नहीं लगाने पर भी हमें कई द्विआधारी संकियाओं 
िाले एक व्यंजक को समझने क़ी अनुमनत देती है। (संयोग स,े जब BODMAS ननयम को 30 
− 10 + 10 जैस ेव्यंजक पर विगधपूिशक लागू ककया जाता है, तो यह तु्रटि का कारि बनता है 
क्योंकक यह बताता है कक जोड को घिाि से पहले ककया जाना चाटहए। पररपािी के रूप में, 
‘BODMAS’ क़ी तुलना में ‘BODMSA’ अगधक भरोसमन्द है।) हमें इस तरह क़ी पररपािी क़ी 
आिश्यकता क्यों है? सभी संख्यात्मक व्यंजकों के ललए केिल कोटिक क्यों नहीं लगाए जात े
और ऐस ेननयमों से छुिकारा क्यों नहीं पा ललया जाता जजन्हें याद रखना और सही तरीके़ स े
लाग ूकरना बच्चों के ललए िैसे भी मुजश्कल है? यह प्रस्ताि सोचने लायक है। 

ऐसा प्रतीत होता है कक BODMAS जैस ेननयम को लसखाने का िास्तविक कारि यह है कक यह 
बच्चों को बीजीय व्यंजकों के साथ काम करने और उन्हें समझने के ललए तैयार करता है। 
बीजीय व्यंजकों को सरल करने और हल करने के ननयम वििल हो जाएाँगे यटद चरों को 
संख्याओं से प्रनतस्थावपत करने के बाद व्यंजकों का एक ननजश्चत और स्पटि मान नहीं होता 
है।  
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व्यंजक को स्पटि बनाने के ललए बहुत सारे कोटिक लगाने के सुझाि के बारे में आपको क्या 
लगता है? बीजीय व्यंजकों में कोटिक लगाने से उन्हें पढ़ने और समझने में कटिनाई होती है 
और इसललए हमें कोटिक का उपयोग कम-से-कम करना चाटहए। बेशक, BODMAS ननयम 
बीजीय व्यंजकों पर भी लागू होता है और संख्यात्मक व्यंजकों क़ी तरह इसमें भी गुिन क़ी 
संकिया को जोड और घिाि से पहले प्राथलमकता दी जाती है। हालााँकक, बीजीय व्यंजकों को 
पदों में विभक्त करते समय शायद ही कभी BODMAS ननयम लागू ककया जाता है। ऐसा इसललए 
है क्योंकक ककस संकिया को प्राथलमकता देनी है इसका पता लगाने के ललए बीजीय व्यंजकों में 
दृश्यस्थाननक (visuospatial) और पढ़ने क़ी पररपािी का उपयोग ककया जाता है कक ककस संकिया 
को प्राथलमकता देनी है। उदाहरि के ललए, जोड या घिाि पर गुिन संकिया को प्राथलमकता 
देने के ललए बीजीय व्यंजकों को ललखने और पढ़ने दोनों में गुिन संकिया के गचह्न को छोड 
टदया जाता है। घातांकों को ललखने (और पढ़न)े क़ी पररपािी दसूरी संकियाओं पर इसक़ी 
प्राथलमकता का संकेत देती है। ध्यान दें कक यह पररपाटियााँ संख्यात्मक व्यंजकों के ललए 
इस्तेमाल क़ी जाने िाली BODMAS पररपािी से बहुत अलग हैं। इसललए यह सम्भि नहीं है कक 
BODMAS ननयम का उकलंघन, जो ऊपर (1a) में तु्रटि का कारि है, िह उदाहरि (1) में भी 
तु्रटि का कारि हो। इसके अलािा, भले ही कोई बच्चा BODMAS ननयम को ककतनी ही अच्छी 
तरह स ेक्यों न जानता हो, संख्या के बजाय चर क़ी उपजस्थनत के कारि िह उदाहरि (1) में 
टदए गए व्यंजक को सरल करने के ललए इस ननयम का उपयोग नही ंकर सकता है। इस 
प्रकार, चरों क़ी उपजस्थनत संकियाओं के िम के ननयमों के उपयोग में बाधा डालती है और 
उनक़ी उपयोगगता को सीलमत करती है।  

 

BODMAS पररपािी और बीजगणितीय व्यंजकों के ललए पररपाटियों के बीच एक ध्यान देने 
योग्य अन्तर भी है। पहला ननयम आक्षररक है जो बताता है कक कौन-सी संकिया ककसके पहले 
आती है। याद रखने में सहायता के ललए संकियाओं के शुरुआती अक्षरों को जोडकर यह संक्षक्षप्त 
रूप बनाया गया है। इसके विपरीत, बीजीय व्यंजकों के ललए पररपाटियााँ दृश्यस्थाननक हैं और 
ललखने के तरीक़ों पर आधाररत हैं। यह बताता है कक BODMAS ननयम के साथ काम करने से 
बीजीय व्यंजकों को सही ढंग से पदों में विभक्त करना सीखने में बहुत मदद नहीं लमल सकती। 
क्या दोनों प्रकार के व्यंजकों को पदों में विभक्त करने के ललए समान पररपाटियों का उपयोग 
करके संख्यात्मक और बीजीय व्यंजकों के साथ काम करना सम्भि है? िास्ति में, संख्यात्मक 
व्यंजकों के साथ काम करने का एक तरीक़ा जो उपयुक्त नामकरि द्िारा समगथशत “पदों” को 
दृश्य रूप स ेविभक्त करने का उपयोग करता है, अंकगणित और बीजगणित के बीच क़ी खाई 
को पािने में मददगार पाया गया है (बनजी और सुब्रमण्यम, 2012)। 

आइए अब हम संयुग्मन तु्रटि पर िावपस चलते हैं। बच्चे यह तु्रटि क्यों करते हैं इसके प्रस्तावित 
स्पटिीकरिों में से एक यह है कक िे उत्तर के रूप में “खुले व्यंजकों” (unclosed expressions) 
को स्िीकार नहीं कर पाते हैं। दसूरे शब्दों में, अकंगणित के उनके अनुभि उन्हें यह सोचने के 
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ललए प्रेररत करते हैं कक एक सरल टदखने िाले व्यंजक को “=” के गचह्न के दाईं ओर ललखा 
जाना चाटहए।  

5 + 2a = 5 + 2a या 5a + 2b = 5a + 2b   

जैसा कोई जिाब एक तरह क़ी धोखाधडी— यानी प्रश्न को किर से उत्तर के रूप में ललखना —
लग सकता है क्योंकक दाईं ओर ललखा खुला व्यंजक “5 + 2a” उत्तर के बजाय एक प्रश्न क़ी 
तरह टदखता है। इसके विपरीत, “बन्द” व्यंजक (closed expression) “7a”, सघन और एक उत्तर 
क़ी तरह लगता है। जिाबों के रूप में खुले व्यंजकों को स्िीकार करने क़ी अननच्छा िास्ति में 
एक प्रश्न को उत्तर के रूप में स्िीकार करने क़ी बात को सामने लाती है, जो बीजीय सोच का 
मूल है! अथाशत हम उस व्यंजक को स्िीकार करते हैं जो क़ी जाने िाली संकियाओं को दशाशता 
है और साथ ही संकिया से प्राप्त होन ेिाले पररिाम को भी बताता है। इस प्रकार 5 + 2 या 
2 × 3 + 1 न केिल ऐसे व्यंजक हैं जो हमें कुछ खास संकियाओं को करने के ललए कहते हैं, 
बजकक उस उत्तर को (जो कक यहााँ पर संख्या 7 है) भी बताते हैं जो पररिाम के रूप में प्राप्त 
होता है। इस प्रकार 5 + 2a और 7a संख्याओं को बताते हैं, और जब दोनों व्यंजकों में a के 
समान मान का उपयोग ककया जाता है तो सामान्य रूप से यह संख्याएाँ समान नहीं होती हैं। 
यह देखना इस बात पर ननभशर करता है कक उदाहरि (1) या (2) में टदया गया िाक्य “=” के 
गचह्न के बाएाँ और दाएाँ पक्षों क़ी संख्याओं के बराबर होने के बारे में है, संख्याएाँ जो “चर” हैं 
िह a और b चरों के मान प्रनतस्थावपत करने के बाद “जस्थर” हो जाती हैं। िास्ति में, अगधकांश 
बच्चे “=”के गचह्न को गचह्न के दोनों ओर के व्यजंकों क़ी समानता को बताने क़ी बजाय ककसी 
स े“कुछ करने और उत्तर ललखने” के रूप में समझते हैं। “11 + 7 = _ + 9” जैस ेककसी प्रश्न 
स ेसामना होने पर यह समझ तु्रटियों का कारि बनती है और बच्चे इसका जिाब “11 + 7 
= 18 + 9 = 27*” दे सकते हैं। ऐसे बच्चों को यह भी लगता है कक “3 = 3” जैस ेिाक्य में 
भारी गडबड है।  

पदार्थीकरि र्सद्धान्त (reification principle) 
ककसी व्यंजक के पररिाम को एक व्यंजक के रूप में बताने को स्िीकार करने का बीजगणितीय 
लसद्धान्त, जजसे कभी-कभी “पदाथीकरि लसद्धान्त” कहा जाता है, पहले से ही अंकगणित में 
उपयोग ककया जाता है। उदाहरि के ललए, 5 को 7 से विभाजजत करने पर इसे 5/7 के रूप में 
व्यक्त ककया जाता है। सामान्यत:  a ÷ b = a / b ललखा जाता है, जो कक “उत्तर के रूप में 
प्रश्न को ललखने” के समान है। इसी तरह 2 (या ककसी भी संख्या a) का िगशमूल केिल √2 
(या सामान्य रूप से √a) ललखा जाता है। यह बीजगणित का एक बहुत ही महत्त्िपूिश पहल ूहै 
जजस पर बच्चे आमतौर पर ध्यान नहीं देत ेहैं, और यटद लशक्षक इसे इंगगत करते हैं तो इसस े
अत्यगधक मदद लमलती है। पदाथीकरि लसद्धान्त को समझना उन्हें यह पहचानने क़ी अनुमनत 
देता है, उदाहरि के ललए, कक (a + b)2 और a2 + 2ab +b2 एक ही संख्या (जब a ि b को 
सखं्याओं से प्रनतस्थावपत ककया जाता है) के ललए अलग-अलग व्यंजक हैं। यह उन्हें व्यंजकों 
को पढ़ने और समझने क़ी अनुमनत देता है, क्योंकक उनमें ननरूवपत क़ी गई संख्या के बारे में 
जानकारी होती है। इस प्रकार, 48 + 47, 45 + 45 + 3 + 2, और 50 + 50 − 2 − 3, 
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एक ही संख्या के ललए अलग-अलग व्यंजक हैं और इसीललए समतुकय हैं, परन्तु उन अलग-
अलग तरीक़ों को बताते हैं जजनमें संख्या 95 को अन्य संख्याओं से ‘रचा’ गया है। (हमने एक 
व्यंजक द्िारा लमलने िाली जानकारी को सुब्रमण्यम और बनजी, 2011 में एक संख्या क़ी 
संकियात्मक संरचना के रूप में िणिशत ककया है।) 199 + 70 × 0.5 जसैा एक व्यंजक हमें 
बताता है कक सेलफोन िैररि क़ी गिना कैसे क़ी जाती है। यह बताता है कक हर बार दी जाने 
िाली ननधाशररत रालश 199 रुपए है और 0.5 रुपए प्रनत लमनि क़ी दर है। यहााँ तक कक संख्या 
सूचक शब्द “536”, व्यंजक 5 × 100 + 3 × 10 + 6 का एक छोिा रूप है जो बहु-इकाइयों 
(जो दस क़ी विलभन्न घातें हैं) के रूप में संख्या 536 क़ी संकियात्मक संरचना को बताता है। 
व्यंजकों को इस तरीके़ स े“पढ़ने” क़ी क्षमता बीजगणित में महत्त्िपूिश है और इसके आधार के 
रूप में पदाथीकरि लसद्धान्त क़ी समझ आिश्यक है। किर से हम बैनजी और सुब्रमण्यम 
(2012) का उकलेख करते हैं जजसमें संख्यात्मक व्यंजकों के साथ काम करते हुए बीजीय 
व्यंजकों को ऊपर बताए गए तरीके़ से पढ़ने क़ी क्षमता विकलसत क़ी जा सकती है। 
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