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िजररया 

कोण को मापे कौि? 
 
यहचाँ कोणों के दो बहुत कम चर्चित पहलुओं की चचचि की गई है जो दो अलग-अलग क्षेत्रों से 
सम्बन्धित हैं। पहलच हहस्सच, सीिे ही मचपन की समस्यचओं में जचतच है और दसूरच हहस्सच 
कोणों को मचपने के वैकन्पपक तरीक़ों की चचचि करतच है। इस आलेख को पढें , तचकक आप अपनी 
कक्षच में कोणों को मचपने की ऐततहचससक ज़रूरत एवं वचस्तववक जीवन में उनके उपयोग मचत्र 
से कुछ अर्िक की चचचि कर सकें । — सम्पादक 
 
कोणों के औपचचररक अध्ययन के दौरचन बच्चों को जो हदक्कत पेश आती है, उससे ऐसच लग 
सकतच है कक कोण और वतिन के मचप से छोटे बच्चों कच पररचय नहीं करवचनच चचहहए। लेककन, 
शुरुआती बचपयचवस्थच की गणणत की पढचई के लक्ष्यों के तौर पर इधहें शचसमल करने के जचयज़ 
कचरण भी हैं। पहलच, बच्चे अनौपचचररक तौर पर कोण और वतिन के मचप की तुलनच कर सकत े
हैं और व ेऐसच करते भी हैं। दसूरच, तनहहत रूप में ही सही ककधतु, कोण के आकचर कच इस्तेमचल 
आकृततयों के सचथ कचम करने में आवश्यक है। उदचहरण के सलए, जो बच्चे एक वगि और एक 
अ-वगि समचतुभुिज में फ़क़ि  करते हैं वे अपने सहज बोि के स्तर पर ही सही, लेककन कोण के 
आकचर के सम्बधिों को पहचचन रहे होते हैं। तीसरच, पूरी स्कूली सशक्षच के दौरचन ज्यचसमतत में 
कोण कच मचप एक िुरी की भूसमकच तनभचतच है और शुरुआत में ही इसकी नींव डचलनच पचठ्यचयचि 
कच एक उपयुक्त लक्ष्य है। चौथच, शोि इस ओर इशचरच करते हैं कक जहचाँ प्रचरन्म्भक स्कूली 
सशक्षच के दौरचन बहुत कम प्रततशत में बच्चे कोणों को बख़ूबी सीख पचते हैं, वहीं छोटे बच्चे 
इन अविचरणचओं को सफलतचपूविक सीख लेते हैं।  स्रोत : [1] 
 
स्रोत [1] में और पढने पर हम कोण के मचपन में सीखने कच मचगि देख पचते हैं, जो अपन े
सहज बोि से कोण बनचने वचले बच्चे (2–3 वर्ि आयु) से शुरू होकर समझ के सचथ कोण कच 
उपयोग करने वचले (4–5 वर्ि), कोण कच समलचन करने वचले (6 वर्ि), कोण के आकचर की तुलनच 
करने वचले (7 वर्ि) और कोण कच मचप करने वचले बच्चे (8+ वर्ि) तक जचतच है। 
 
यह आलेख कोण के मचपन पर केन्धित है, न्जसे ऊपर बतचए गए सीखने के क्रम के अनुसचर 
तीसरी कक्षच में ससखचयच जचनच चचहहए, ककधतु जो ववद्यचर्थियों के सलए अगले दो यच तीन वर्ों 
तक भी मुन्श्कल बनच रहतच है। 
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अर्िकतर वयस्कों के सलए कोण कोई कहिनचई नहीं पेश करते हैं। ककसी भी कोण कच एक शीर्ि 
होतच है और दो भुजचएाँ होती हैं, जो एक तनन्श्चत अंश [degree] तक फैली होती हैं, जो कोण 
कच ‘मचप’ [measure] कहलचतच है। इस अंश को चचाँदच [protractor] नचम के एक सरल उपकरण 
कच उपयोग कर मचपच जच सकतच है। यह पररभचर्च कई पचठ्यपुस्तकों में मौजूद है। यह तो 
इतनी सरल अविचरणच प्रतीत होती है कक यह कपपनच भी नहीं की जच सकती कक इसे समझन े
में ककसी को कहिनचई होगी। कचयिपुन्स्तकचएाँ एक यच दो पधनों में कोण कच पररचय देती हैं और 
फ़ौरन ही कोण के रेखचर्चत्र बनचने और मचपन और कोण के हहस्सों को नचम देने की ओर बढ 
चलती हैं। लेककन, ज़रच ववद्यचर्थियों से एक उपटे शंकु [inverted cone] कच मचप लेने को कहें 
— आप पचएाँगे कक अर्िकतर को चचाँदच िीक तरह से रखने में भी कहिनचई होगी। यच कफर, 
भुजचओं की अलग-अलग लम्बचई वचले दो बरचबर कोण हदखचकर पूछें  कक इनमें से बड़च कौन–सच 
है; अर्िकतर उस कोण को बड़च बतचएाँगे न्जसकी भुजचओं की लम्बचई अर्िक है। यच कफर, चित्र–
1 में दशचिई गई न्स्थतत पर ध्यचन दें, जहचाँ ववद्यचथी को लगतच है चचाँदच पूरी आिचर रेखच पर 
व्यचप्त होनच चचहहए।  

 
 
ऐसी भ्रचधत िचरणचएाँ क्यों बनती हैं? क्यच ऐसच इससलए है क्योंकक हम शुरुआत से ही बच्चों के 
हदमचग को शीर्ि [vertex], रेखचखण्ड [line segment], ककरण [ray] जैसी शब्दचवली से भर 
देते हैं और मचपन से जुड़ ेव्यचवहचररक कचयों को नज़रअधदचज़ कर देते हैं? तो जरच उिचइए चचाँदच 
और ध्यचन से देणखए। इस पर बनी रेखचओं और र्चह्नों (घड़ी की सुई की हदशच में व ववपरीत 
[दक्षक्षणचवति व वचमचवति]) और इस पर सलखी हुई संख्यचओं के अम्बचर के सचथ इसे इस्तेमचल 
करनच क्यच वचक़ई इतनच आसचन है? सच कहें तो, यह ककसी चमत्कचर से कम नहीं है कक बच्च े
इसकच इस्तेमचल करनच सीख जचते हैं! 
 
इस आलेख में हम सीखने वचले छोटे बच्चों कच कोणों से पररचय करवचने के सलए कड़ी-दर-कड़ी 
कुछ सुझचव पेश करेंगे। यह इस ववश्वचस से प्रेररत है कक जो चीज़ बच्चों के िोस संसचर स े
सम्बन्धित होगी उसकच अर्िगम पररणचम कहीं बेहतर होगच। 
 
कोणों के साथ खेल-खखलवाड़ 
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कोणों को दो नज़ररयों से पररभचवर्त ककयच गयच है — एक बबधद ुसे तनकलती दो ककरणों स े
बनी ‘आकृतत’ के रूप में अथवच ‘घूणिन’ यच ‘वतिन’ की तरह। कभी-कभी ववद्यचथी सोचते हैं कक 
ये अलग-अलग अविचरणचएाँ हैं। कोणों से जुड़ी गततववर्ियों में दोनों ही असभप्रचयों को शचसमल 
करनच चचहहए तचकक ववद्यचथी कोण शब्द के अधततनिहहत अथि को समझ सकें । 
 
कचग़ज़ के एक वतृ्त को चौथचई हहस्सों में तह करके (ककनचरे गोलचकचर रहेंगे) सशक्षक यह दशचि 
सकते हैं कक समकोण कैसे बनचयच जचतच है। ववद्यचथी इसे अलग-अलग कोणों की सीि में 
बबिचकर यह समझ सकते हैं कक दो कोणों की सही तरीक़े से तुलनच कैसे की जचए (चित्र–2)। 
यह सचिन चचाँदे के एक शुरुआती रूप की तरह भी कचम में सलयच जच सकतच है। इसी आकृतत 
को मोड़कर यच खोलकर छोटे यच बड़े कोण बनचए जच सकते हैं। इसके बचद, ‘धयून’ [acute] 
और ‘अर्िक’ [obtuse] शब्दों से पररचय करवचनच तो महज सम्बधि बैिचने कच कचम है। 
 
तह की हुई इस आकृतत कच एक रोचक उपयोग भुजच की लम्बचई के सचथ कोण की 
अपररवतिनीयतच को दशचिने में ककयच जच सकतच है; यह एक ऐसी अविचरणच है न्जससे कभी-
कभी उच्च प्रचथसमक स्तर के ववद्यचथी भी जूझते पचए जचते हैं। कचग़ज़ को शीर्ि से पकड़ड़ए 
और फचड़ दीन्जए (चित्र-3)। इतत ससद्िम! 

 
एक अधय तरीक़च एक डोरी और दो स्रॉ उपयोग करने कच है (चित्र-4)। इसमें स्रॉ को भुजचओं 
के सचथ में आगे–पीछे करते हुए न केवल भुजच की लम्बचई से कोण की अपररवतिनीयतच को 
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दशचियच जच सकतच है, बन्पक शीर्ि हदखचई न देने के बचवजूद महज ‘कपपनच में’ कोण बन जचने 
की िचरणच को भी दशचि सकते हैं। बत्रकोणसमतत में ‘ऊाँ चचइयचाँ एवं दरूरयचाँ’ ववर्य को पढते हुए 
कक्षच 9 और 10 के ववद्यचथी इस समस्यच कच सचमनच करते हैं। 

 
क्यच आपकी कक्षच में गतत-संवेदी सीखने वचले ववद्यचथी हैं? यहद ऐसच है तो उधहें कोण की 
िचरणच कच पररचय ‘कोण योगच’ के खेल से करवचइए। एक हचथ को न्स्थर करके शूधय की 
न्स्थतत से शुरू करते हुए ‘सम’ [Right], ‘धयून’ [Acute] और ‘अर्िक’ [Obtuse] पुकचररए और 
दसूरे हचथ को उसके अनुसचर ले जचइए। जब बच्चे यह करते हैं तो उधहें कई बचतें समझ में 
आती हैं, उदचहरण के सलए, हचथों की लम्बचई अलग-अलग होने के बचवजूद सभी बच्चे समचन 
कोण प्रदसशित कर सकते हैं; धयून और अर्िक कोणों के सलए कई सही कोण हो सकते हैं; 
न्स्थर भुजच कच आड़च [क्षैततज] यच खड़च [लम्बवत] होनच आवश्यक नहीं है; कोणों कच असभववधयचस 
अलग तरह से ककयच जच सकतच है। सबसे महत्त्वपूणि तो यह कक वे कोण बनचने के सलए अपने 
हचथों कच उपयोग करके अधदचज़ लगचने की कलच सीखते हैं। 
 
घूणिन को मचपने कच एक रोचक तरीक़च कक्षच के दरवचज़े कच इस्तेमचल है (चित्र-5)। सशक्षक 
ज़मीन पर 15-15° यच 30-30° के अधतरचल पर 0° से 90° कच कोण र्चन्ह्नत कर देते हैं। 
यह स्वयं सीखने कच सचिन बन जचतच है; बच्चे इसके सचथ अधतकक्रि यच करते हुए सीखते हैं। हो 
सकतच है कक उधहें तुरधत ही समझ में न आए कक अंश के र्चह्न कच क्यच मतलब है यच क्यों 
कही-ंकहीं र्चह्न नहीं बनचए गए हैं। कुछ को यह न्जज्ञचसच भी हो सकती है कक यहद दरवचज़च 
और ज़्यचदच खुले तो क्यच हो : तब भलच कोण कच मचपन कैसे ककयच जचए? 
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(इससे मुझे एक ववचचर आतच है कक चचाँदे को िचतु की एक पतली पत्ती से क्यों नहीं बनचयच 
जचतच है, जो एक िुरी पर घूमे और 0° से 180° तक खुल जचए?) 
 
इस पड़चव पर शीर्ि, रेखच खण्ड और ककरण जैसी शब्दचवली से पररचय करचयच जच सकतच है। 
चूाँकक ववद्यचथी इकचई की पुनरचववृत्त कच उपयोग करके लम्बचई कच मचप करने से पररर्चत हैं, 
तो मचपन की इकचई के रूप में अंश उनके सलए स्वीकचयि होनच चचहहए। घूणिन की अविचरणच 
को समझने में ववद्यचर्थियों  के सलए जीओजेब्रच [GeoGebra] एक बेहतरीन सचिन हो सकतच 
है। 
 
कोणों को मापिे के ववर्िन्ि तरीक़े 
अब, जबकक ववद्यचर्थियों ने चचाँदे कच उपयोग करके कोण मचपनच सीख सलयच है तो वे कोण 
मचपने के अधय तरीक़ों और उनके फ़चयदे व नुक़सचन की जचाँच–पड़तचल कर सकते हैं। 
 
मुमककन है कक प्रचचीन ज्यचसमततज्ञ भुजचओं के बीच एक तनन्श्चत दरूी पर एक रेखीय खण्ड को 
जमचकर कोणों कच मचप करते हों? आइए, देखें कक इससे हम क्यच पचते हैं। 
 
मचनच कक, ∡AOB को मचपने के सलए हम शीर्ि से 1 इकचई की दरूी पर, प्रत्येक भुजच पर 
क्रमशः बबधद ुC व D र्चन्ह्नत करते हैं, और खण्ड CD खींचते हैं। तब CD की लम्बचई 
∡AOB कच मचप मचनी जचएगी (चित्र–6)। हम इसे कोणों को मचपने की ज़ीवा ववचि [chord 
method] कहते हैं। 
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यह पद्ितत क्रम सम्बधि [order relation] को बनचए रखती है और इसे जचाँचच जच सकतच है। 
दसूरे शब्दों में, यहद ∡AOB < ∡AOB' तो CD < CD' होगच; और ऐसच ही इसके ववपरीत भी 
होगच। यह देखने के सलए कक ऐसच क्यों है, हम यहचाँ ‘भुजच–कोण–भुजच सवचांगसम प्रमेय के 
असमचन रूप’ (हम केवल समद्ववबचहु बत्रभुजों [isosceles triangles] पर लचगू होने वचले रूप 
को ही लेंगे क्योंकक हमें केवल उसी की आवश्यकतच है) को लचग ूकरेंगे, जो यह कहती है : 
मचनच कक ∆ABC और ∆PQR समद्ववबचहु हैं, जहचाँ AB = AC = PQ = PR है। ऐसे में : 
यहद ∡A < ∡P, तो BC < QR ; और यहद BC < QR तो ∡A < ∡P । इसे ववशुद्ि ज्यचसमतत 
कच उपयोग करके सचबबत ककयच जच सकतच है, लेककन हम इसकच प्रमचण आप पर छोड़ते हैं। 
(हो सकतच है कक कुछ पचिकों को आगे हदयच गयच बत्रकोणसमतीय प्रमचण अर्िक भचए। एक 
समद्ववभुज ∆ABC में जहचाँ b = c हो, तो a = 2b sin A/2 होगच। चूाँकक b न्स्थर है और 
sinx 0° से 90° तक के अधतरचल में x कच एक बढतच हुआ फलन [increasing function] 
है, तो इस प्रकचर जब ∡A 0° से 180° को बढेगच है तब a भी बढेगच; और इसके ववपरीत भी 
यही होगच। यही तनष्कर्ि तब भी प्रचप्त होगच यहद हम कोज्यच [cosine] तनयम कच उपयोग करें, 
जो यह पररणचम देगच : 𝑎2 = 2𝑏2(1 − cos 𝐴), लेककन अब हम इस तथ्य कच उपयोग करते हैं 
कक cosx 0° से 180° तक के अधतरचल में x कच एक घटतच फलन [decreasing function] 
है।) 
 
अतः कोणों को मचपने की जीवच ववर्ि क्रम सम्बधि को बनचए रखती है। ककधतु यह दसूरे 
परीक्षण में ववफल सचबबत होती है, जो कक उतनच ही महत्त्वपूणि है : योज्यतच [additivity]। इसे 
देखने के सलए कक यह क्यच है, आसधन कोणों ∡AOB और ∡BOC के युग्म को लें, OB सचझच 
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भुजच है (चित्र–7)। चूाँकक ∡AOC ∡AOB व ∡BOC कच सन्म्मलन है और उन दो कोणों के 
बीच कोई अततव्यचपन नहीं है, तो यह मचननच उर्चत ही होगच कक ∡AOC को ∡AOB व 
∡BOC के मचप के योग के बरचबर होनच चचहहए। ककधतु, क्यच यह अपेक्षच जीवच ववर्ि पर खरी 
उतरती है? 
 

 
 
मचनच कक, OA, OB, OC ककरणों पर D, E, F बबधद ुहैं, जो कक OD = OE = OF = 1 
इकचई है। पररभचर्च के अनुसचर, ∡AOB, ∡BOC व ∡AOC की जीवच मचप क्रमशः DE, EF 
व DF लम्बचइयचाँ होंगी। क्यच यह सही है कक DE + EF = DF होगच? स्पष्ट है कक ऐसच नही ं
है। दरअसल, हमें हमेशच DE + EF > DF प्रचप्त होगच क्योंकक ककसी भी बत्रभुज की दो भुजचएाँ 
समलकर तीसरी भुजच से बड़ी ही होंगी (यहचाँ ∆DEF पर लचगू)। अतः, ∡AOB व ∡BOC कच 
योग ∡AOC से अर्िक है। इस तचककि कतच से हम पचते हैं कक ककसी कोण कच जीवच मचप 
योज्यतच के परीक्षण में ववफल सचबबत होतच है। 
 
(नोट : उपयुिक्त तकि  यह मचनकर ककयच गयच है कक चित्र–7 में दशचिए गए D, E, F एक सरल 
रेखच पर न्स्थत नहीं हैं। लेककन हम यह कैसे सुतनन्श्चत करें कक वे एक सरल रेखच पर न्स्थत 
नहीं हैं? यहद हम इसकच कोई और्चत्य प्रदचन नहीं करते हैं तो हमने जो कहच है वह अिूरच रह 
जचतच है। पचिकों से आग्रह है कक इसकच प्रमचण वे स्वयं प्रचप्त करें।) 
 
हमें नहीं पतच कक प्रचचीन ज्यचसमततज्ञ कोण के मचपन में जीवच की लम्बचई कच उपयोग करते थे 
यच नहीं। वे जो मचपन ववर्ि इस्तेमचल करते थे वह वही है जो हम वतिमचन में उपयोग करत े
हैं और इसमें अपेक्षक्षत दोनों ही गुणिमि हैं — क्रम सम्बधि और योज्यतच कच गुण। यह िाप 
की लम्बाई [arc length] पर आिचररत है। इसमें, हदए गए ∡AOB पर हम शीर्ि से 1 इकचई 
की दरूी पर, प्रत्येक भुजच पर क्रमशः बबधद ुC व D र्चन्ह्नत करते हैं और एक वतृ्त बनचते हैं 
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न्जसकच केधि O है और जो C व D से होकर गुजरतच है। तब, चचप CD की लम्बचई ∡AOB 
कच मचप मचनी जचती है (चित्र–8)। 
 
आइए, देखें कक यह पररभचर्च योज्यतच कच क्यच करती है। चित्र–9 में हम देखते हैं कक ∡AOB 
व ∡BOC की सचझी भुजच OB है। जैसच कक चित्र–7 में हदखचयच गयच है, दोनों कोण एक–दसूरे 
पर अततव्यचप्त नहीं हैं। उनकी चचप कच मचप चचप DE व EF की लम्बचई है और ये दोनों ही 
उस वतृ्त कच हहस्सच हैं न्जसकी बत्रज्यच 1 इकचई है और न्जसकच केधि O है। ∡AOC की चचप 
की मचप इकलौते चचप DF की लम्बचई है। क्यच चचप DF की लम्बचई चचप DE और EF की 
लम्बचइयों के योग के बरचबर होगी? स्पष्ट है कक ऐसच ही होगच, क्योंकक सभी चचप एक ही वतृ्त 
के हहस्से हैं और चचप DF ऐसी दो छोटी चचपों कच सन्म्मलन ही तो है जो एक–दसूरे पर 
अततव्यचपन नहीं करती हैं। 
 
जीवच मचप की तुलनच में ककसी कोण कच चचप से मचप बहुत स्वचभचववक तो नहीं है, लेककन और 
गहरचई से अध्ययन करन ेपर हम इसकी सुगढतच और लचभों को पहचचनने लगेंगे। 
 
तनष्कर्ि में हम कह सकते हैं कक पररभचर्चओं कच तनमचिण, उनकी व्यचख्यच और उनमें कसमयों 
यच अधतर की पहचचन करनच, यह सभी सीखने–ससखचने के अवसर हैं, जहचाँ सशक्षक और ववद्यचथी 
बेहतर समझ बनचने के सलए समलकर कचम कर सकते हैं। जब हम पररभचर्चओं को आज़मचते हैं 
और उनकी अपयचिप्ततच को देखते हैं, तब हम मौजूदच पररभचर्चओं की ककफ़चयत और ख़ूबसूरती 
को पहचचनने लगते हैं। 

 
 
आिार 
यह आलेख ववसभधन मंचों पर कई गहन और हदलचस्प ववचचर–ववमशि कच नतीजच है। अज़ीम 
प्रेमजी ववश्वववद्यचलय के ववश्वववद्यचलय स्रोत केधि में गणणत की स्रोत व्यन्क्त अनुपमच न े
एक सेमीनचर में ‘कोण [Angles]’ पर परचच प्रस्तुत ककयच। इसके बचद ऑनलचइन मैथ लतनांग 
ग्रुप में एक सजीव बहस तछड़ी जो कोणों को लेकर ववद्यचर्थियों में व्यचप्त भ्रचन्धतयों और सशक्षकों 
द्वचरच उधहें दरू करने के तरीक़ों पर केन्धित थी। मैथ लतनांग ग्रुप इस चचचि में डॉ.रवव सुब्रमण्यम 
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(एचबीसीएसई), डॉ. शैलेर् सशरचली (कोमैक), डॉ. हृदय कचधत दीवचन (ववद्यच भवन सोसचयटी), 
रचमचधि कृष्णमूतत ि (अज़ीम प्रेमजी ववश्वववद्यचलय), रचजवीर सचंघच और ज्योतत त्यचगरचजन के 
योगदचन के सलए उनकच आभचर प्रकट करतच है। 
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