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त्रुटटयों के ववश्लेषण के माध्यम से ववद्यार्थियों की 
सोच को समझिा 
र्िखा टेक्कर 
मुख्य िब्द : तु्रटिय ाँ, ग़लत ध रण एाँ, विश्लेषण, ल परि ह ग़लततय ाँ, संज्ञ न, ज़ूम गं इन 

एि र इि एंगल्स, निम्बर 2018 अंक के 'कक्ष  से' सेक्शन  ें प्रोफेसर हृदय क न्त दीि न न े
अंकगणणत  ें होने ि ली तु्रटियों की व्य ख्य  के ब रे  ें मलख  थ । उनक  पेपर अंकगणणत करते 
स य विद्य र्थियों द्ि र  की गई तु्रटियों को स़ूचीबद्ध करत  है। लेखक क  द ि  है कक मशक्षकों 
द्ि र  टदए गए एल्गोररद  (िे इन्हें ‘त्िररत सुध र’ कहते हैं) विद्य र्थियों की तु्रटियों  ें योगद न 
करते हैं और उन्हें अिध रण त् क स झ से द़ूर करते हैं। उनक  कहन  है कक यह तु्रटिय ाँ 
विद्य र्थियों द्ि र  ककए गए अतत-स   न्यीकरण क  पररण   हो सकती हैं। उनक  यह भी 
कहन  है कक यह "आिश्यक उत्तर प्र प्त करने के मलए शॉििकि के रूप  ें विद्य र्थियों को बत ई 
ज ती हैं।" अन्त  ें िे एक अपील करते हैं कक मशक्षकों को ऐसे ि स्क तैय र करने च टहए, जो 
विद्य र्थियों को अिध रण त् क स झ ह मसल करने  ें  दद करें। 

यह पेपर प्रोफेसर दीि न द्ि र  गणणत  ें तु्रटियों को पहच नने और उनसे तनपिने की आिश्यकत  
पर ककए गए तकों पर प्रततकिय  है। विद्य र्थियों की सोच तक पहुाँचने के र स्ते के रूप  ें 
तु्रटियों क  विश्लेषण करने की उनकी भ िन  को विस्त र देते हुए, परन्तु तु्रटियों से तनपिने के 
मलए अर्धक पररष्कृत और स़ूक्ष्  स झ की   ाँग करते हुए,  ेर  तकि  है कक :  

(अ) यह  हत्त्िप़ूणि है कक विद्य र्थियों द्ि र  की गई तु्रटियों को एकरूप (homogenise) नही ं
ककय  ज ए। यह तु्रटिय ाँ विद्य थी द्ि र  ' ौज़ूद  ज्ञ न और संस धनों' के आध र पर 'नई 
ज नक री' की स झ बन ने के उनके प्रय स की ओर इश र  कर सकती हैं। तु्रटियों क  
विश्लेषण करने की प्रकिय  विद्य थी की विच र-प्रकिय ओं को स झने और अिध रण  से 
उप-अिध रण (ओं) तक की ग़लत ध रण ओं (जजनसे िह ज़ूझ रह /रही होगी) को सीम त 
करने  ें  दद करती है।  ैं अपने तकि  की पुजष्ि करने के मलए गणणत की कक्ष ओं पर 
अपने शोध से प्र प्त स क्ष्यों के स थ-स थ अन्य शोध-स टहत्य से प्र प्त डेि  क  उपयोग 
करूाँ गी। 

(ब) तु्रटियों के विश्लेषण की प्रकिय   ें उनके गणणतीय स्रोत की पहच न करन  और ककसी 
विषय (topic) के क्षेत्र  ें उनकी सही जस्थतत क  पत  लग न   हत्त्िप़ूणि होत  है। जह ाँ यह 
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विद्य थी की सोच को स झने के मलए आगे 'ज़ूम गं इन’1  ें  दद करत  है, िहीं कोई 
तु्रटि ककसी विद्य थी के आगे सीखने को कैसे प्रभ वित कर सकती है—इसे स झने के मलए 
'ज़ूम गं आउि' करन  भी उतन  ही  हत्त्िप़ूणि होत  है। 

(स) जब मशक्षकों स ेबच्चों की अिध रण त् क स झ को  जब़ूत करने ि ले ि स्क तैय र करन े
की अपेक्ष  की ज ती है, तब यह  हत्त्िप़ूणि हो ज त  है कक उन्हें विद्य र्थियों के इन उत्तरों 
(तु्रटियों, स्पष्िीकरण, िैकजल्पक तरीकों) के पीछे तछपे गणणत को स  ने ल ने के मलए 
आिश्यक सह यत  प्रद न की ज ए। मशक्षकों की  दद करने क  एक तरीक  यह है कक 
मशक्षकों की परेश नी को स झने के मलए ह  सहभ गी पद्धतत क  उपयोग करें और उनके 
स थ म लकर एक बेहतर मशक्षण-विर्ध की टदश   ें शैक्षणणक प्रयोगों क  संच लन करें। 

इन तकों  ें से हरेक पर चच ि करते हुए ह  यह भी स झेंगे कक 'विद्य र्थियों की तु्रटियों' य  
'ग़लत ध रण ओ'ं से ह  र  क्य  त त्पयि है।  

तु्रटटयों की एकरूपता को हटािा (De-homogenisation) 
 ैं प्र थम क विद्य लय के गणणत पढ ने के अपने शुरुआती िषों  ें विद्य र्थियों की सभी 
ग़लततयों को 'ल परि ह ग़लततयों' के रूप  ें िगीकृत ककय  करती थी। किर उस स य के 
सहकम ियों और ब द  ें एक शोधकत ि के रूप  ें विमभन्न र ज्यों एिं विमभन्न कक्ष -स्तर के 
मशक्षकों के स थ ब तचीत के दौर न  ैंने  हस़ूस ककय  कक यह क फी हद तक एक आ  विच र 
है। इस विच र के स थ यह विश्ि स जुड़  है कक गणणत  ें उत्तर य  तो सही होंगे य  ग़लत। 
यह ध रण  इस स झ पर टिकी हुई है कक यह ग़लत उत्तर विद्य र्थियों की ल परि ह ग़लततयों 
से तनकलते हैं। लेककन सभी विद्य र्थियों की तु्रटिय ाँ एक ही तरह की नहीं होती हैं। आइए ह  
इस पर आगे चच ि करने के मलए तु्रटियों क  एक स ़ूह लेते हैं (र्चत्र-1 देखें)। 
 

(अ) 256 और 319 को जोड़ें। 
उत्तर :  265 
     + 319 
       584 

(ब) 7 क  सबसे छोि  गुणज क्य  है? 
उत्तर : 14  

र्चत्र-1 : त्रटुियों य  ल परि ह ग़लततयों के उद हरण 

इन दो उत्तरों  ें ह  क्य  नोटिस करते हैं? पहले उत्तर (अ)  ें विद्य थी ने 256 के बज य 
265 जोड़  है, ह ल ाँकक जोड़ सही है। ऐस  उत्तर क फी आ  है और इस तरह के उत्तर के स थ 
मशक्षक अक्सर इस दवुिध   ें पड़ ज ते हैं कक िे 'प़ूरे नम् बर’ दें य  नहीं। दवुिध  इस ब त से 
पैद  होती है कक यह प़ूछे गए प्रश्न क  ग़लत उत्तर है, जबकक विद्य थी उस अिध रण  को 
ज नत  है जजसक  परीक्षण ककय  ज  रह  है। द़ूसरे उत्तर (ब)  ें यह स्पष्ि नहीं है कक िह 

 
1  ैडलीन लैम्पिि (2001) अपने अध्य पन के विमशष्ि पहलुओं जैसे कक ककसी सि ल के मलए एक विद्य थी 
द्ि र  टदए गए उत्तरों क  विश्लेषण करने के मलए ‘ज़ूम गं इन’ ि क्य ंश क  उपयोग करती हैं। 
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विद्य थी 'सबसे छोिे गुणज’ को नहीं स झत  है य  किर उसने 'सबसे छोि ’ शब्द को 
नजरअन्द ज कर टदय  और 7 क  जो भी पहल  गुणज उसके टद  ग़  ें आय  उसे मलख टदय । 
िह विद्य थी तनजश्चत रूप से स झत  है कक 14,7 क  एक गुणज है। आपको क्य  लगत  है, 
ऐसी तु्रटियों क  स्रोत क्य  होत  है? यह तु्रटिय ाँ सि ल को आध -अध़ूर  पढने, दी गई ज नक री 
के कुछ टहस्स े(टहस्सों) को अनदेख  करने, संख्य ओं को ग़लत पढने इत्य टद क  पररण   हो 
सकती हैं। र यन एंड विमलयम्स (2007) कहते हैं कक इस तरह की तु्रटिय ाँ तथ्यों को ग़लत 
य द करने, संज्ञ न त् क अर्धभ र2 (cognitive overload) य  तनष्कषि तनक लने की जल्दब जी से 
पैद  हो सकती हैं। इसके अल ि  ह  सभी ज नते हैं कक यह तु्रटिय ाँ परीक्ष ओं के दौर न सि ल 
हल करने की र्चन्त  य  प्रदशिन के दब ि के क रण पैद  हो सकती हैं। ियस्कों की तरह 
विद्य थी भी ककसी सि ल को हल करते स य यह तु्रटिय ाँ (य  ग़लततय ाँ य  च़ूक) करते हैं। 
स्पष्ि रूप से ऐसी तु्रटियों क  विद्य थी की उम्र से कोई सम्बन्ध नहीं होत  है। द़ूसरे शब्दों  ें, 
िे सीखने ि ले के विक स-स्तर के मलए अजे्ञय हैं। इस तरह की तु्रटिय ाँ, जजन्हें अक्सर 'ल परि ह 
ग़लततयों" के रूप  ें िगीकृत ककय  ज त  है, विद्य र्थियों की स झ की क ी य  सोच के ग़लत 
तरीकों (य  ग़लत ध रण ओं) के मलए पय िप्त सब़ूत प्रद न करती नही ंलगतीं। क रण यह है कक 
इस तरह की तु्रटिय ाँ ह ें यह प़ूछने के मलए  जब़ूर करती हैं कक यटद विद्य थी ने सि ल पर 
प़ूर  ध्य न टदय  होत  और उस पर सही करने क  दब ि नहीं ड ल  गय  होत , तब भी क्य  
उस विद्य थी ने इसी तरह से जि ब टदय  होत । 

अब ह  तु्रटियों के एक अलग स ़ूह को देखते हैं (र्चत्र-2 देखें)। देखें कक क्य  आप इन तु्रटियों 
को पहच नते हैं? 

127 
    + 534 
      6511 

 
 

 727 
- 534 

213 

2 = 3 + 5 
 

0.5× 10 = 0.50 
         

  (a+b)2= a2+ b2 

(अ) कक्ष  3, प़ूणि 
संख्य ओं क  जोड़ 

(ब) कक्ष  3-4, प़ूणि 
संख्य ओं को घि न  

(स) कक्ष  2-5, 
जोड़/घि ने के 
ि क्य 

(द) कक्ष  6, 
दश लि संख्य एाँ 

(इ) कक्ष  5-6, 
प्र रजम्भक 
बीजगणणत  
 

र्चत्र-2 : विद्य र्थियों द्ि र  की गई त्रटुिय ाँ 

विद्य थी तु्रटि (अ) तब करते हैं जब उन्हें यह स झ  ें नहीं आत  कक जोड़ के ककसी सि ल 
 ें ह मसल की अिध रण  को कैसे इस्ते  ल करते हैं। क  ी एंड डोम तनक (1997) क  कहन  
है कक विद्य थी इस तरह की तु्रटिय ाँ तब करते हैं जब उन्हें पत  नहीं होत  है कक योग  ें 
'ह मसल' की संख्य  को कह ाँ मलख  ज त  है। तु्रटि (अ) के स  न ही घि ने की तु्रटि (ब) भी है। 
इस ें विद्य थी संख्य   ें अंकों के स्थ न की परि ह ककए बग़ैर बड़े अंकों  ें से छोिे अंकों को 
घि ते हैं। तु्रटि (स) विद्य र्थियों के बड़े स ़ूह  ें आ तौर पर देखने को म ली है। यह उन 

 
2 संज्ञ न त् क अर्धभ र िह   नमसक आिश्यकत  है जो सीखने के ककसी ि स्क द्ि र  मशक्ष थी पर पड़ती है।  



4 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, जुलाई, 2019    

 

विद्य र्थियों  ें आ  है जो बीजगणणत सीखन  शुरू कर रहे हैं य  कभी-कभी यह ब द तक बनी 
रहती है (िॉकनर, लेिी और क पेंिर, 1999)। तु्रटि (द)  ेरे कक्ष -शोध के दौर न कक्ष  5 और 
6 के विद्य र्थियों के बीच स  ने आई। तु्रटि (इ)  ें विद्य र्थियों को स झ नहीं आत  कक दी 
गई बीजीय सििसम क  क  प्रस रण कैसे ककय  ज ए। 

भ रत और अन्य जगहों पर गणणत के मशक्षकों और शोधकत िओं ने इन तु्रटियों को पहच न  है। 
शोध बत ते हैं कक यह तु्रटिय ाँ ककसी विषय को सीखने  ें एक विमशष्ि विक स त् क अिस्थ  
 ें टदख ई देती हैं। यह व्यिजस्थत तु्रटिय ाँ अक्सर विद्य र्थियों के सुदृढ विच रों य  जजसे ह  
'ग़लतध रण '3 कहते हैं, की ओर संकेत करती हैं। इस तरह की ग़लतफहम य ाँ तब तक बनी 
रहती हैं जब तक कक उन्हें सुध रने के मलए एक सोच -स झ  शैक्षणणक प्रय स नहीं ककय  ज त  
है (सरि ड़ी और श हररल, 2004)। विद्य र्थियों की तु्रटियों के ब रे  ें अपनी स झ को देखते 
हुए आइए ह  एक ि स्क करते हैं (र्चत्र-3 देखें)। 

ि स्क 1 : उन तु्रटियों की स़ूची बन एाँ जजन्हें आपने गणणत को सीखते य  मसख ते स य 
देख  य  ककय  थ । देखें कक क्य  आप उन्हें 'ल परि ह ग़लततयों' और 'व्यिजस्थत तु्रटियों'  ें 
िगीकृत करने  ें सक्ष  हैं। 

र्चत्र-3 : त्रटुियों को िगीकृत करने क  ि स्क 

जूर्मगं इि 
बतौर मशक्षक ह  अक्सर यह   नते हैं कक सभी तु्रटिय ाँ विद्य थी द्ि र  ध्य न न देने य  
अभ्य स की क ी (विशेषकर गणणत के    ले  ें) क  पररण   हैं। तु्रटियों क  प्र रजम्भक 
विश्लेषण ह ें यह स झने  ें  दद कर सकत  है कक यह ि स्ति  ें नई ज नक री की स झ 
बन ने के प्रय स  ें विद्य र्थियों द्ि र  ककए गए कुछ त ककि क विस्त र (logical extension) हो 
सकते हैं। आइए ह  र्चत्र-2  ें स़ूचीबद्ध तु्रटियों क  थोड़  और ध्य न-से अध्ययन करें। तु्रटिय ाँ 
(अ) और (ब) उच्च स्थ नीय   नों क  पुनसि ़ूहन (regrouping) करने  ें विद्य थी की कटिन ई 
क  पररण   हैं। उत्तर (अ)  ें विद्य थी को 1 दह ई को योज्य (addend) की अन्य दह ई के 
स थ जोड़न   ुजश्कल लगत  है। विद्य थी अंकों को अलग-अलग   नत  है और 1 ि 5, 2 ि 
3, 7 ि 4 को अलग-अलग जोड़त  है। यह इंर्गत करत  है कक एक संख्य  के अंकों को अलग 
ककय  ज त  है और केिल योज्य के बीच सम्बन्ध पर ध्य न केजन्ित ककय  ज त  है। बतौर 
मशक्षक ह  यह अनु  न लग  सकते हैं कक इस तरह की सोच ि ल  विद्य थी जोड़ के उन 
सि लों को हल करने  ें सक्ष  होग , जजन ें ह मसल की आिश्यकत  नहीं होती है। ह मसल 
ि ले जोड़ के सि लों  ें स  न स्थ नीय   न के अंकों को जोड़ने के ब द पुनसि ़ूहन की स झ 
 हत्त्िप़ूणि हो ज ती है और इस पर ध्य न देने की आिश्यकत  है। अब ह  उत्तर (ब) पर विच र 
करते हैं। यह ाँ विद्य थी 3  ें से 2 घि त  है, यह स झे बबन  कक वियोज्य (minuend) को 
वियोजक (subtrahend)  ें से घि य  ज न  च टहए। (अ) के स  न यह ाँ भी अंकों को अलग-

 
3 ग़लत ध रण  क  अथि है कक एक तनय  य  एल्गोररद्  के ककसी विशेष विच र य  विषय के ब रे  ें विद्य थी की 
अिध रण , गणणत  ें इसके स्िीकृत अथि और स झ स ेअलग हो (ब रम्बी एिं अन्य, 2009 गोस्ि  ी, 2018 स ेउद्धतृ)। 
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अलग   न  ज त  है और घि ते स य अगले उच्च स्थ नीय   न पर विच र नहीं ककय  ज त  
है। आपको क्य  लगत  है कक कौन-स  सि ल यह विद्य थी सही तरीके से हल कर प एग ? 
जोड़ और घि ने की संकिय  के मलए ह ें ककसी संख्य  के स्थ नीय   नों और विमभन्न संख्य ओ ं
 ें स्थ नीय   न के बीच सम्बन्ध को देखने की आिश्यकत  होती है। इन ें से ककसी भी एक 
पर ध्य न न देने से विद्य र्थियों को ख सी कटिन इय ाँ आ सकती हैं। एनसीईआरिी (2010) 
द्ि र  प्रक मशत िीचसि  ेन्युअल (पषृ्ि 34)  ें इस ब त पर विस्ततृ चच ि की गई है कक यह 
तु्रटिय ाँ   नक एल्गोररद  क  प लन करने  ें विद्य र्थियों को होने ि ली कटिन इयों से कैसे 
जुड़ती हैं। 
 
ह ल ाँकक (स) जोड़ की स स्य  लगती है, ह ने प य  है कक कक्ष  2-5 के विद्य र्थियों क  एक 
बड़  स ़ूह यह तु्रटि करत  है। क्य  आप अनु  न लग  सकते हैं कक इस उत्तर के पीछे विद्य थी 
की क्य  सोच हो सकती है? यह ाँ विद्य थी 2 के ब द के बर बर के र्चह्न को नजरअन्द ज 
करत  प्रतीत होत  है और स ीकरण को 2 + 3 = 5 के रूप  ें (ग़लत) पढत  है। इसक  
क रण श यद िह तरीक  हो सकत  है जजस ें स   न्यत: जोड़ य  घि ने के सि ल प्रस्तुत ककए 
ज ते हैं। ककसी स   न्य संख्य त् क स ीकरण को जब क्षैततज रूप से मलख  ज त  है, तो उस ें 
संकियक (operator) स ीकरण के ब ईं ओर टदख ई देते हैं और अजन्त  उत्तर (एक संख्य ) 
बर बर के र्चह्न के द ईं ओर टदख ई देत  है। जो विद्य थी इस सि ल  ें ररक्त स्थ न  ें 2 
भरते हैं, िे a + b = __ + d प्रक र के सि लों के उत्तर भी इसी तरह देत ेहैं। यह ाँ विद्य र्थियों 
ने a और b क  योग मलखकर ररक्त स्थ न को भर । उद हरण के मलए, संख्य त् क स ीकरण 
6 + 7 = __ + 8 के मलए कुछ विद्य र्थियों ने '+ 8' को अनदेख  करके ररक्त स्थ न को 13 
से भर टदय । यह ध्य न देन  टदलचस्प होग  कक ये विद्य थी इन्हीं सि लों को सही ढंग स े
हल करने  ें सक्ष  हो सकते हैं यटद यह   नक प्र रूप  ें टदए ज एाँ, जैसे कक a + b = __ 
। इस तरह की सोच ि ले विद्य र्थियों को 'बर बर' को 'सन्तुमलत' (जह ाँ दोनों तरफ दो व्यंजक 
बर बर होते हैं) के रूप  ें स झन   ुजश्कल लगत  है। 'बर बर' की अर्धक सम्बन्धपरक स झ 
विकमसत करन  प्र रजम्भक बीजगणणतीय सोच को विकमसत करने  ें विद्य र्थियों की  दद 
करत  है (अर्धक ज नक री के मलए िक्कर, क न्हेरे, न इक और सुब्र ण्य , 2013 देखें)। 

उत्तर (द) कक्ष  5 और 6 के विद्य र्थियों के बीच प य  गय , जब उन्हें एक दश लि संख्य  
को 10 और उसकी घ त के स थ गुण  करने के मलए कह  गय । ह  इस उत्तर पर अगले भ ग 
 ें थोड़  और विस्त र से चच ि करेंगे। अजन्त  उत्तर (इ) बीजगणणतीय सििसम क  क  प्रस रण 
है, जजस ें पद क  स ग्र रूप से िगि करने की जगह कोष्िक पर ध्य न केजन्ित करके िगि 
ककय  गय  है। द़ूसरे शब्दों  ें, विद्य थी (a + b) c = (ac + bc)  ें जजस तरह से कोष्िक 
खोल  ज त  है उस स झ क  विस्त र पद (a + b)2 के मलए करते टदखते हैं।  

जूर्मगं इि और जरू्मगं आउट 
ह  इस क्षेत्र के शोध-स टहत्य के ह  रे ज्ञ न और विद्य र्थियों के स थ क   करने के ह  रे 
अनुभि के आध र पर इन तु्रटियों के ब रे  ें कुछ व्य ख्य  कर सकते हैं। विद्य र्थियों के सोचने 



6 |  अज़ीम प्रेमज़ी यूनिवर्सिटी एट राइट एंगल्स, जुलाई, 2019    

 

के तरीकों के ब रे  ें यह ज्ञ न विद्य र्थियों के तकि  को सुनने के ह  रे प्रय सों से विकमसत 
होत  है। विद्य र्थियों की सोच के ब रे  ें अपने ज्ञ न के आध र पर क्य  आप अनु  न लग  
सकते हैं कक विद्य र्थियों ने इस विशेष तरीके से तु्रटि द (र्चत्र-2 देखें) क  जि ब क्यों टदय  
होग ? 
विद्य र्थियों के विच रों की ज ाँच-पड़त ल करन  और अपनी सोच को स्पष्ि रूप से व्यक्त करने 
 ें उनकी  दद करन  यह स झने क  एक  हत्त्िप़ूणि स धन है कक विद्य थी ककसी प्रश्न क  
उत्तर ककसी विशेष तरीके से क्यों देते हैं। आइए देखें कक विद्य र्थियों द्ि र  तु्रटि (द) के मलए 
टदए गए क रणों से ह  क्य  स झते हैं (र्चत्र-4 देखें)। 

सुम त प ाँच गुण  दस पच स होत  है। तो ह  पहले पच स मलखते हैं। यह ाँ एक 
[दश लि] बबन्द ुहै [0.5,  ें 5 से पहले लग ेबबन्द ुकी ओर इश र  करते हुए] 
इसमलए यह यह ाँ है [0.50  ें लगे बबन्द ुकी ओर इश र  करते हुए]। 

गरर   0.5 गुण  1 बर बर 0.5 होत  है और 10 क   तलब अन्त  ें एक श़ून्य 
लग न  है। इसमलए उत्तर 0.50 है। 

रौशनी प ाँच ध ंय पच स होत  है। और श़ून्य ि दश लि बबन्द ुिहीं पर हैं, जह ाँ 
पहले से थे। 

जॉली 5 x 10 = 5 + 0 = 50 
0.5 x 10 = 0.50 

र्चत्र-4 : त्रटुि (द) के क रण  

आपने इन विद्य र्थियों के स्पष्िीकरण के ब रे  ें क्य  देख ? क्य  इन स्पष्िीकरणों  ें कोई 
स  नत  है?य  आपको लगत  है कक यह सभी अलग-अलग स्पष्िीकरण हैं? 

सबसे पहले, ह  देखते हैं कक यद्यवप इन सभी विद्य र्थियों ने 0.50 उत्तर टदय  थ , परन्त ु
इस उत्तर पर पहुाँचने के उनके क रण और उनके सोचने के तरीके अलग-अलग हैं। सुम त और 
रौशनी ने 5 के पह ड़े क  उपयोग ककय  है। सुम त को लगत  है कक 0.5  ें 5 से पहले ि ले 
दश लि बबन्द ुकी जस्थतत को उत्तर  ें िैसे ही रख  ज न  च टहए। रौशनी श़ून्य और बबन्द ुकी 
जस्थतत को बरकर र रखती है। दोनों पहले 5 के पह ड़े के अपने ज्ञ न क  उपयोग करते हैं और 
किर तय करते हैं दश लि बबन्द ुकह ाँ रख  ज ए। गरर   दश लि संख्य  0.5 को प़ूणि संख्य  
1 के स थ गुण  करने से शुरुआत करती है और किर श़ून्य की आिश्यक संख्य  'लग कर' दस 
की घ त के स थ गुण  करने के तनय  क  प लन करती है। जॉली 5 और 10 को गुण  करत  
है, लेककन स्पष्ि है कक िह 'श़ून्य लग ने' को 'दस से गुणे' के रूप  ें स झ रह  है। किर िह 
गुणे क  उत्तर तनक लत  है। 

द़ूसरी ब त ककसी भी विद्य थी ने नहीं सोच  कक इसक  उत्तर .50 [दश लि प ाँच श़ून्य] है; 
उन्होंने श़ून्य को पहले और अजन्त  स्थ न पर बरकर र रख  है। इसमलए जब इन विद्य र्थियों 
से प़ूछ  गय  कक क्य  दश लि प ाँच श़ून्य [.50] सही उत्तर है, तो उनकी प्रततकिय एाँ अलग-
अलग थीं। जह ाँ सुम त ककसी तनष्कषि पर नहीं पहुाँच प य  थ  और संशय  ें थ , िहीं गरर  , 
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रोशनी और जॉली को यकीन थ  कक .50 सही जि ब नहीं थ । द़ूसरे शब्दों  ें, उन्हें 0.50 और 
.50 की स  नत  पर सन्देह थ । बेशक, अगल  सि ल यह होग  कक क्य  उन्हें लगत  है कक 
दश लि प ाँच [.5] य  श़ून्य दश लि प ाँच [0.5] सही उत्तर होग । आपक  क्य  अनु  न है? 

यह स्पष्िीकरण ह ें विद्य र्थियों की सोच य  उनके सीखने के ब रे  ें क्य  बत ते हैं? ह  
देखते हैं कक विद्य र्थियों ने दश लि संख्य  0.5 को 5 की तरह ही स झ  और किर अजन्त  
गुणनिल मलखते स य दश लि बबन्द ुको लग य । ऐस  लगत  है कक उन्हें पत  थ  कक प़ूणि 
संख्य  क  गुण  10 के स थ कैसे ककय  ज त  है; इस    ले  ें प ाँच गुन  दस पच स है। ि े
संकिय  (इसे दश लि संख्य ओ ंको प़ूणि संख्य एाँ   नकर ककय  गय  है) करने के ब द गुणनिल 
 ें ककसी स्थ न पर दश लि बबन्द ुरखने की परम्पर  को भी ज नते हैं। जबकक उनक  प़ूिि 
ज्ञ न उन्हें इन तनणियों को सही ढंग से करन े ें  दद करत  है, िे गुणनिल  ें दश लि बबन्द ु
की सही जगह की पहच न करने  ें अस थि होत ेहैं। तो किर ह  प़ूछते हैं— यह तु्रटि कह ाँ से 
पैद  हो सकती है? 

प़ूणि संख्य ओं को सीखते स य विद्य र्थियों को पढ य  ज त  है कक दस की घ तों से गुण  क  
 तलब है 'श़ून्यों को लग न '4, य नी गुणनिल के ब द उतने श़ून्य लग न  जजतनी कक 10 की 
घ त है। इसक   तलब है कक 5 गुण  100 को 5 गुण  1  ें तोड़  ज त  है तो 5 आत  है और 
किर 100 के दो श़ून्यों को ध्य न  ें रखते हुए उन्हें उत्तर  ें 'लग ' टदय  ज त  है, जो उत्तर 
500 देत  है। तो स्पष्ि है कक विद्य र्थियों ने दश लि संख्य  0.5 को प़ूणि संख्य  5 की तरह 
  नते स य इस स झ क  उपयोग ककय  है। क्य  'दश लि बबन्द ुके स्थ न' की स झ को 
भी प़ूणि संख्य ओं के उनके ज्ञ न के स थ जोड़  ज  सकत  है? जबकक 10 की घ तों से गुण  
करने पर 'श़ून्य लग ने' की व्य ख्य  क फी आ  है, किर भी कोई भी मशक्षक कभी भी 
विद्य र्थियों को गुणनिल  ें दश लि बबन्द ुऔर दश लि बबन्द ुसे पहले के श़ून्य की जस्थतत 
को िैस  रखने को नहीं कहेग , जैस  कक िह गुण्य (multiplicand)  ें थी। स्पष्ि रूप से, 
विद्य थी श़ून्य और दश लि बबन्द ुकी जस्थतत तय करने  ें अपनी प़ूणि संख्य  की स झ को 
दश लि संख्य  तक विस्त ररत कर रहे हैं। िे दस की घ तों के स थ एक दश लि संख्य  के 
गुणनिल को खोजने के मलए दस की घ तों के स थ एक प़ूणि संख्य  को गुण  करने के अपने 
प़ूिि ज्ञ न क  उपयोग करने की कोमशश कर रहे हैं। जरूरी नहीं है कक इस तरह क  तकि  मसख य  
ज त  हो, बजल्क यह नए ज्ञ न की स झ बन ने के मलए विद्य र्थियों द्ि र  ककय  गय  प़ूिि 
स झ क  एक विस्त र है। मशक्षण क  यह उद हरण इस ब त क  संकेत है कक बतौर मशक्षक 
और मशक्ष विद ह ें विद्य र्थियों द्ि र  ककए ज ने ि ले ऐसे विस्त रों से पररर्चत होन  च टहए। 
भले ही ऐसे विस्त र दश लि संख्य  के गुण  मसख ने के तरीके क  प्रत्यक्ष पररण   न हों, पर 
ह  प ते हैं कक विद्य थी मभन्न, प़ूण ांकों और बीजगणणतीय सििसम क ओं के स थ क   करते 
हुए प़ूणि संख्य ओं के अपने ज्ञ न क  उपयोग करते हैं। 

 
4 'श़ून्य लग न ' एक स   न्य ि क्य ंश है जजसक  उपयोग 10 की घ त य  गुणजों के स थ गुण  करने पर गुणनिल  ें 
श़ून्य क  टहस ब रखन ेके मलए ककय  ज त  है। यह ि क्य ंश श़ून्य को लग न ेके क   को िीक-से नहीं स झ त  है, लेककन 
अक्सर इसक  सही ढंग से उपयोग ककय  ज त  है। 
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र्िक्षक क्या कर सकते हैं? 
बतौर मशक्षक सबसे पहले ह ें विद्य र्थियों द्ि र  की ज ने ि ली तु्रटियों को पहच नने और उनके 
बीच अन्तर करने  ें सक्ष  होन  च टहए। सौभ ग्य से, मशक्षक इस खोज  ें अकेले नहीं हैं। 
विद्य र्थियों की तु्रटियों और उनकी सोच पर उपलब्ध शोध-स टहत्य ह ें ऐसी तु्रटियों क  पत  
लग ने और यह स झन े ें  दद करत  है कक इस तरह के उत्तरों के पीछे कौन-सी सम्भ वित 
ग़लत ध रण एाँ हो सकती हैं। इसके अल ि , इन तु्रटियों को कक्ष ओं  ें चच ि के अिसरों के रूप 
 ें   न  ज  सकत  है। ह  ऐसे सि ल (य  ि स्क) तैय र कर सकते हैं, जो इन ग़लत ध रण ओ ं
के  ़ूल क रणों पर स्पष्ि रूप से क   करते हों। र यन एंड विमलयम्स (2007) के अनुस र, 
"यह [तु्रटिय ाँ] विद्य र्थियों द्ि र  बन ई ज  रही अिध रण त् क संरचन ओं  ें झ ाँकने की एक 
णखड़की पेश करती हैं और इसमलए यह उपयुक्त हस्तक्षेप सुझ  सकती हैं।" 
 
ऐसी ग़लत ध रण ओ ंको द़ूर करने  ें विद्य र्थियों की  दद करने के मलए ह  ि स्क को कैसे 
डडज इन करते हैं? ऐसे ि स्क क  उद्देश्य क्य  हो सकत  है/सकते हैं? क्य  इसक  उद्देश्य 
होग  (अ) विद्य र्थियों को सही उत्तर बत कर उनकी ग़लती को सुध रन  और उन्हें अभ्य स के 
मलए और सि ल देन ? य  (ब) एक ऐस  ि स्क तैय र करन , जो इस क रण को ध्य न  ें 
रखकर तैय र ककय  गय  हो कक कोई ख स तु्रटि क्यों हुई और किर पय िप्त गणणतीय और्चत्य 
बत कर इसे हल करने की चुनौती देन ? डडज इन ककए गए ि स्क इस आध र पर अलग-अलग 
होंगे कक ह  ककस उद्देश्य को आग ेबढ न  च हते हैं। यटद ह  (अ) को चुनते हैं, तो ह  
विद्य र्थियों द्ि र  की गई ऐसी ग़लततयों की बुतनय दी स झ से बचेंगे। ह  उन्हें 'बत  रहे 
होंगे' कक क्य  नहीं करन  है और च़ूाँकक ह  रे प स 'आज्ञ  देने क  अर्धक र' है, इसमलए विद्य थी 
इन सुध रों को स्िीक र करेंगे। ह ल ाँकक यह दृजष्िकोण कुछ विद्य र्थियों को अपनी ग़लततयों को 
सुध रने  ें  दद कर सकत  है, लेककन यह इस तरह के उत्तरों के पीछे की सोच य  बुतनय दी 
अिध रण ओं पर ध्य न नहीं देत  है। द़ूसरी ओर, यटद ह  इन ग़लत ध रण ओं को द़ूर करने 
क  तनणिय लेते हैं (  गि (ब) चुनते हैं), तो ह  ऐसे विमभन्न उद हरणों के ब रे  ें सोचन  शुरू 
कर सकते हैं जजस ें विद्य थी अपने प़ूिि ज्ञ न5 के आध र पर इस तरह क  अतत-स   न्यीकरण 
करते हैं। मशक्षकों के रूप  ें, ह  रे मलए यह पहच नन  उपयोगी होग  कक विद्य र्थियों को टदए 
ज ने ि ले आ  स्पष्िीकरण के 'प्रतत-उद हरण' य  विद्य र्थियों द्ि र  ककए ज ने ि ले (ग़लत) 

 
5 गणणत के विमभन्न विषयों को सीखन े ें विद्य र्थियों द्ि र  की गई सभी त्रुटियों की एक विस्ततृ स़ूची बन न   ुजश्कल है। 
प्रध न और   िलकंर (1994) ने   ध्यम क स्तर के गणणत  ें विद्य र्थियों की त्रुटियों के एक संकलन के जररए इस टदश   ें 
प्रय स ककय  थ । ह ल ाँकक स य के स थ मशक्षक और शोधकत िओं के रूप  ें ह  एक संग्रह बन  सकते हैं, जजस ें विद्य र्थियों 
द्ि र  की गई आ  त्रुटियों, उनके सम्भ वित स्रोत और उनस ेतनपिने के सम्भ वित तरीके श म ल हों। ज्ञ न क  यह सतत 
विक सशील कोष नए मशक्षकों के मलए एक संस धन के रूप  ें उपलब्ध होग  और अनुभिी मशक्षकों द्ि र  इस ेतनरन्तर पररष्कृत 
ककय  ज  सकत  है। 
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स   न्यीकरण6 क्य  हो सकते हैं। द़ूसरे शब्दों  ें, अनुभिमसद्ध तनय  (rule of) ऐसे उद हरणों 
की तल श करन  हो सकत  है जह ाँ कोई स्पष्िीकरण य  स   न्यीकरण क   करत  है और 
जह ाँ यह क   नहीं करत । उद हरण के मलए, र्चत्र-2  ें तु्रटि (द)  ें प़ूणि संख्य ओं के स थ 
क   करने क  तनय  दश लि संख्य ओं के स थ ह ेश  क   नहीं करत  है। इसके प्रतत-
उद हरण क्य  हो सकते हैं? खैर, ह  इसकी एक त मलक  बन  सकते हैं कक दश लि संख्य ओ ं
को सीखने के मलए कब प़ूणि संख्य  की सोच क  विस्त र होत  है (स थिन करने ि ले उद हरण) 
और कब इसक  विस्त र नहीं होत  है (प्रतत-उद हरण)। इस तरह के अभ्य स से ह ें यह ज नने 
 ें  दद म लेगी कक प़ूणि संख्य  से बने स   न्यीकरण क  विस्त र दश लि के अन्य उप-
विषयों  ें और प़ूण ांक, मभन्न य  बीजगणणत जैसे विषयों  ें भी तु्रटि क  क रण बन सकत  है। 
इस अभ्य स को ह  कैसे शुरू कर सकते हैं इस पर एक संक्षक्षप्त वििरण इस प्रक र है :  

(अ) कौन-सी संख्य  बड़ी है यह पत  करन े के मलए संख्य  के अंकों की तुलन  करन े के 
स्पष्िीकरण पर विच र करें। यह स्पष्िीकरण प़ूणि संख्य ओं की तुलन  करने के मलए क   
करत  है। इसे ऐसे    ले  ें दश लि संख्य ओं की तुलन  के मलए स   न्यीकृत ककय  
ज  सकत  है जब संख्य एाँ 14.3 और 2.9 के प्रक र की हों। जबकक यह 1.436 और 1.9 
की तुलन  के मलए क   नहीं करती है। तो, ब द ि ल  उद हरण इस तरह के तकि  के मलए 
एक प्रतत-उद हरण के रूप  ें क   कर सकत  है। 

(ब) इसी तरह एक स्पष्िीकरण है कक एक बड़ी संख्य  को एक छोिी संख्य   ें से नहीं घि य  
ज  सकत  है। यह स्पष्िीकरण प़ूणि संख्य ओं के स ़ूह के मलए क   करत  है, लेककन 
प़ूण ांकों के मलए नहीं। छोिी संख्य   ें से बड़ी संख्य  को घि ने से ऋण त् क प़ूण ांक बनत े
हैं। इसी तरह ह  इस आ  व्य ख्य  के प्रतत-उद हरणों के ब रे  ें सोच सकते हैं कक गुण  
ह ेश  उस संख्य  को बढ त  है, जजसे गुण  ककय  ज  रह  है। 

(स) दो मभन्नों को जोड़ते स य विद्य थी स   न्यीकरण करके अंश और हर को  
    आपस  ें जोड़ देते हैं। उद हरण के मलए, 
                                        7

8
+

5

4
=

12

12
 

    (प्रोफेसर दीि न के पेपर  ें इस तरह क  एक उद हरण स़ूचीबद्ध ककय  गय  है)  
    को यह टदख ते हुए क उंिर ककय  ज  सकत  है कक कैसे  

                                                                                                                  
1

2
+

1

2
≠
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     (य  1⁄2 य  50% य  0.5), बजल्क 1 प़ूणि बनत  है। 

 
6 चीनी और अ ेररकी मशक्षकों के ज्ञ न के अपने अध्ययन के एक उद हरण  ें मलवपगं    (2010) बत ती हैं कक कैसे कुछ 
मशक्षक ऐस ेस्पष्िीकरण देते हैं जो एक विद्य थी के इस स   न्यीकरण कक 'यटद एक बन्द आकृतत क  परर  प बढत  है, तो 
इसक  के्षत्रिल भी बढत  है' को चुनौती देते हैं।  
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(द) बीजगणणत  ें, 7s + 5s = 12s लेककन 7s + 5r ≠ 12sr (इस तु्रटि के वििरण के मलए 
सुब्र ण्य , 2018 को देखें)। 

 

समापि टीप  
इस लेख  ें  ैंने तकि  टदय  है कक विद्य र्थियों की सभी तु्रटियों को 'ल परि ह ग़लततयों' य  
'अतत-स   न्यीकरण' के रूप  ें व्यिजस्थत नहीं करन   हत्त्िप़ूणि है। ह  इन तु्रटियों को यह 
स झने के मलए िगीकृत कर सकते हैं कक (अ) इनक  गणणतीय स्रोत क्य  है और (ब) ऐस े
उत्तरों के पीछे विद्य थी की क्य  सोच हो सकती है। इससे ह ें कक्ष   ें इन तु्रटियों से तनपिने 
के मलए उर्चत हस्तक्षेप करने  ें  दद म लेगी। विद्य र्थियों की तु्रटियों को स झने क  प्रय स 
करने क  यह   गि आस न नहीं है। ह ल ाँकक, ह  रे प स (अ) विद्य र्थियों के  ौणखक और 
मलणखत उत्तरों पर ग़ौर करने ि ले अनुभिी मशक्षकों क  ज्ञ न है और (ब) विद्य र्थियों की ग़लत 
ध रण ओ ंपर शोध-स टहत्य है। यह संस धन विद्य र्थियों के सोचने के गणणतीय तरीकों के ब रे 
 ें गहन ज्ञ न विकमसत करने  ें ह  री  दद कर सकते हैं। एक ऐस  ज्ञ न आध र विकमसत 
करन , जजस ें गणणत के विमशष्ि विषयों  ें विद्य र्थियों की व्यिजस्थत ग़लततयों को पहच नन  
और उनक  वििरण रखन  श म ल हो और अिध रण त् क स झ देने ि ले उपयुक्त ि स्क 
तैय र करन  आगे बढने क  सम्भ वित तरीक  हो सकत  है।  
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सोशल स इंसेज, हैदर ब द के डॉ. ररतेश खुन्यक री को उनके इनपुट्स के मलए धन्यि द देन  च हती ह़ू ाँ, 
जजनसे इस लेख को पररष्कृत करने  ें  दद म ली। 
 
र्िखा टेक्कर हो ी भ भ  सेंिर िॉर स इंस एजुकेशन, िीआईएिआर,  ुम्बई से गणणत-मशक्ष  
 ें पीएचडी कर रही हैं। उनक  डॉक्िरेि शोध, मशक्षकों के अभ्य स के सन्दभों  ें उन्हें सहयोग 
करके ‘विद्य र्थियों की गणणतीय सोच’ के ब रे  ें उनक  ज्ञ न विकमसत करने पर है। इसस े
पहले उन्होंने प्र थम क विद्य लय  ें गणणत-मशक्षक के रूप  ें क   ककय  है। उनसे 
shikha@hbcse.tifr.res.in पर सम्पकि  ककय  ज  सकत  है।  

अिुवाद : प्र ोद  ैर्थल    पुिरीक्षण एवं कॉप़ी-एड़ीटटगं : कवित  तति री  
सम्पादि : र जेश उत्स ही  
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