
गϏणतीय फसाना
िववेक lमार मेहतािववेक lमार मेहता

इस गिणतीय फसाने की शुlआत एक लाइन से करते हĴ, एक सीधी-सरल 
लकीर।

मान लेते हĴ िक इस लकीर की लlबाई नौ से.मी. है, अब इस लकीर मı हम 
एक फेरबदल कर एक नई आlित बनाते हĴ। फेरबदल यह है िक लकीर के 
बीच के िहlसे को हटाकर, उसकी जगह उसी लlबाई के दो अlय टुकड़ł को 
lछ इस तरह िचl मı शािमल िकया जाए (िचl-2)। 

इस आlित मı शािमल चार रेखा-खlडł की lल लlबाई होगी 12 से.मी.। 
अब हम िफर से अपने साथी फेरबदल के पास चलते हĴ और उसे इस आlित 
के तमाम रेखा-खlडł पर लागू करते हĴ। ऐसा करने पर हमı िचl-3 वाली 
आlित िमलेगी।

इसमı 1 से.मी. की लlबाई के lल सोलह रेखा-खlड हĴ और उनकी lल 
लlबाई होगी 16 से.मी.। िचl-3 को lछ इस तरह भी देखा जा सकता ह ैिक 
यह िचl-2 के चार लघ-ुlवlपł (scaled-down) से िमलकर बना हआु ह।ै  िचl-
3 के इन लघ-ुlवlपł की आlित हबूह ूिचl-2 की आlित से िमलती ह,ै ह ैन!

िचl-1िचl-1

िचl-2िचl-2

िचl-3िचl-3

lेlटल lयािमितlेlटल lयािमित

शैlिणक संदभl अंक-73 (मूल अंक 130) 5



अब अगर हम अपने फेरबदल को 
िचl-3 की आlित और िफर उसके 
बाद िमलने वाली आlित और िफर 
उसके बाद की, बाद की, बाद की 
तमाम आlितयł पर लागू करı, तो 
हमı lछ ऐसा िचl िमलेगा (िचl-4)।

िचl-4 अपने आप मı एक बहुत ही 
खास आlित है। वैसे इस आlित मı 
शािमल तमाम रेखा-खlडł की lल 
लlबाई lया होगी? अगर इसके िकसी 
भी छोटे िहlसे को बड़ा करके देखा 
जाए तो हम पाएँगे िक यह आlित 
हर अनुमाप (scale) पर अपने आप 
को दोहराती है। गिणतीय भाषा मı 
ऐसी आlितयł या वlतुओं को 
lेlटल (Fractal) कहा जाता है और 
हर अनुमाप मı एक जैसे होने के गुण 
को सेlफ-िसिमलेरटी (Self-similarity)। 
lेlटlस की यह खूबी उlहı इतना 
खूबसूरत और अनोखा बनाती है िक 
देखने वाला भले ही इनके पीछे के 
गिणत से पिरिचत न भी हो तब भी 
वाह-वाही िकए बगैर नहĽ रह सकता।

इस िबlद ु पर 
शायद एक सवाल 
आपके िदमाग मı 
चल रहा हो िक 
अगर हम पने और 
कागज़ लकेर इस 
आlित को बनाना 
चाहı तो lयादा दूर 
तक नहĽ जा 
पाएगँı, lयłिक lछ 

फेरबदलł के बाद रेखा-खlडł की 
लlबाई इतनी छोटी हो जाएगी िक 
मामलूी पने की मदद से तो उनको 
खĽच पाना नाममुिकन होगा।

बात िबलlल सही ह,ै िचl-4 मı 
िदखलाई गई आlित को पेन और 
कागज़ पर हाथ से बना पाना 
नाममुिकन होगा। ऐसे मı एक कllयूटर 
ही हमारी मदद कर सकता ह।ै यहŀ 
भी हमन ेएक कllयूटर की मदद से ही 
यह िचl बनाया ह।ै

lेlटlस का वाlतिवकता से lेlटlस का वाlतिवकता से 
सlबlधसlबlध

लेिकन इसका यह कतई मतलब 
नहĽ है िक lेlटlस माl एक 
गिणतीय अवधारणा है और इनका 
हमारी ज़मीनी हकीकत से कोई 
लेना-देना नहĽ है। आप िकसी पेड़ या 
गोभी के lल मı भी सेlफ-िसिमलेरटी 
का यह गुण देख सकते हĴ। लेिकन 
यह सेlफ-िसिमलेरटी एक सीमा के 
बाद िदखाई नहĽ देती lयłिक इन 
भौितक वlतुओं मı फेरबदल lछ 

िचl-4िचl-4
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चरणł तक ही हो पाता है। अलग 
शlदł मı कहı तो इन भौितक वlतुओं 
को िकसी गिणतीय lेlटल का एक 
सिŶकटन (approximation) कहा जा 
सकता है। ऐसे lेlटlस से हमारा 
संसार भरा पड़ा हुआ है। और तो 
और ये lेlटlस हमारे-आपके शरीर 
मı भी िवराजमान हĴ। हमारे शरीर का 
वािहकातंl या फेफड़े भी इसी lेणी 
मı आते हĴ। सवाल बनता है िक 
आिखर हमारे शरीर मı ऐसे lेlटlस 
की lया दरकार है? इस पर आगे 
बात करıगे। उससे पहले चिलए, एक 
दुिनयाई lेlटल को िनहार लेते हĴ।

lछ साल पहले, मĴ अपनी 
यूिनविसlटी के पास एक गŀव मı गया 
था। असल मı, गया तो था मĴ अपने 
एक िमl के घर पर खाने की दावत 
पर, लेिकन खाने के बाद मन िकया 
िक जब गŀव आए हĴ तो lछ ताज़ी 
सिlज़यŀ वगैरह ले ली जाएँ। मĴ अपने 
िमl lदीप के साथ िनकल पड़ा गŀव 
की सैर पर। lदीप मुझे अlदुल भाई 
के खेतł मı ले गए। सlज़ी के अलावा 
एक और वजह थी अlदुल भाई के 
खेत मı जाने की। lदीप ने मुझे बताया 
िक अlदुल भाई के खेत मı एक ऐसी 
गोभी फली है िजसे देखने गŀव भर 
के लोग आ रहे हĴ। मेरी भी उlसुकता 
बढ़ी। लेिकन खेत मı जो मुझे िमलने 
वाला था, उसकी कlपना तो मĴने 
सपने मı भी नहĽ की थी।

गोभी का सीज़न खlम होने वाला 
था, तो अlदुल भाई ने गोभी के खेतł 

मı अपनी गाय एक लlबी रlसी से 
बŀधकर छोड़ रखी थी। गाय अपने 
पहुँच के घेरे मı जहŀ-तहŀ घूम-घूम 
कर बची-खुची गोिभयŀ िनपटाने मı 
लगी हुई थी। अlदुल भाई से दुआ-
सलाम होने के बाद उlहłने मुझसे 
पूछा, “lया आप भी वही देखने आए 
हĴ?” मेरे हामी भरने के साथ ही वे 
मुझे गाय की पहुँच से दूर वाले खेत 
के उस िहlसे की ओर ले गए जहŀ 
वह गŀव-िवlयात गोभी लगी हुई थी। 
मĴने जो अlभुत नज़ारा देखा, आप भी 
देिखए (िचl-5)।

है तो ये गोभी का ही lल लेिकन 
गिणतीय भाषा मı इस पर उभरे हुए 
पैटनl का नाम है िफबोनैकी डबल 
lपाइरल (Fibonacci Double Spiral) 
और यह लगभग एक lेlटल है 
lयłिक यहŀ िफबोनकैी डबल lपाइरल 
पटैनl की पनुरावृिl lछ चरणł तक 

िचl-5िचl-5
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हो रही ह।ै लेिकन जो भी हो, य ेहै 
बड़ा ही खूबसूरत। जान ेइस lल का 
िफर हआु lया। िकसी गाय न ेखाया 
या इlसान न।े 

िनमŎण के िनयमिनमŎण के िनयम

गिणतlł ने lेlटlस बनाने के 
कई अनोखे िनयम खोज िनकाले हĴ। 
माईकल बानllली नाम के एक 
गिणतl ने तो िसफl  िबlदुओं की 
मदद से सुlदर lेlटlस बनाने के 
आसान िनयम िदए हĴ। िचl-6 की 
आlित िजसे िसयरिपllकी 
(Sierpinski) िlभुज कहा जाता है, भी 
एक ऐसे ही आसान-से िनयम के 
आधार पर बनाई गई है।

इसे बनाना शुl करने के िलए 
हमı चािहए हłगे कोई ऐसे तीन िबlदु 
जो िक एक सीधी रेखा पर ना हł।  
इlहı पहचान के िलए lछ नाम दे 
दीिजए (1, 2, 3 या A, B, C )। 
िसयरिपllकी िlभुज बनाने की इस 

lिlया मı ये तीन शुlआती िबlदु 
lथाई रहıगे। इसके बाद हमı चािहए 
एक पासा और एक अlय िबlदु 
िजसका नाम िफलहाल हम ‘S’ रख 
देते हĴ। अब पासा फı िकए। अगर एक 
या दो आए तो िबlदु ‘S’ व पहले 
lथाई िबlदु के ठीक मlय मı एक नया 
िबlदु lथािपत कीिजए। अब इस नए 
िबlदु को ‘S’ नाम दे दीिजए। ठीक 
इसी तरह अगर पासे मı तीन या चार 
आए तो िबlदु ‘S’ व दूसरे lथाई 
िबlदु के ठीक मlय मı नया ‘S’ 
lथािपत कीिजए। अब तक तो आप 
समझ ही गए हłगे िक अगर पासे मı 
पŀच या छः आए तो lया करना 
होगा। इस lिlया को दोहराते जाइए। 
हाथ से पेन-कागज़ पर करने से 
थोड़ी देर मı आप बोर हो सकते हĴ। 
इसीिलए यहŀ कllयूटर का इlतेमाल 
सही रहेगा। िचl-6 भी कllयूटर की 
मदद से तैयार िकया गया है और 
इसमı 50,000 िबlदु हĴ। पर देिखए तो 
ज़रा, lया खूबसूरत पैटनl उभर कर 
आया है। आप िकlहĽ भी तीन िबlदुओं 
से शुl कीिजए, नतीजा ऐसा ही 
िमलेगा। हŀ, आपके चुने हुए िबlदुओं 
के अनुlप आपका िसयरिपllकी 
िlभुज lछ टेढ़ा-मेढ़ा हो सकता है। 

अब ज़रा िचl-7 पर गौर फरमाइए। 
िचl के बाŹ ओर वाली तlवीर मेरे 
घर के ठीक सामने उग आए एक 
फनl या पणňग की है। इसे असिमया 
भाषा मı िबहलागौिन कहते हĴ। माना 
जाता है िक यह जोड़ł के ददl को 

िचl-6िचl-6
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कम करने मı मदद करता है। इसी 
की तरह िदखने वाली एक साग 
धेिकया को खाया भी जाता है। इसे 
अlडे की भुजľ के साथ पकाया जाता 
है और इसका ज़ायका शानदार होता 
है। इस तlवीर मı दाŹ ओर के िचl 
को कllयूटर पर 50,000 िबlदुओं से 
बनाया गया है। िसयरिपllकी िlभुज 
के जैसे ही लेिकन एक थोड़े पेचीदा 
िनयम से। इस िचl को हम िकसी भी 
अनुमाप (scale) पर देखı तो पाएँगे िक 
हर अनमुाप मı फनl की आlित एक 
जैसी ही ह।ै तो कल को अगर कोई 
आपसे पछेू िक पणňग की आlित 
lया ह,ै तो बतलाना मत भूिलएगा िक 
यह दुिनयाई यानी िक लगभग lेlटल 
ह।ै 

महlामहlा
अब वैसे तो lेlटल अपने आप मı 

ही खूबसूरत होते हĴ, लेिकन पूछने 
वाले ये सवाल भी करते हĴ िक 
आिखर इस तरह की आlितयł की 

और lया खूिबयŀ हĴ। lयł ये lेlटlस 
llित मı इतने आम हĴ? मसलन, 
आिखर lया कारण है िक हमारे 
फेफड़े lेlटल आlित के lप मı 
िवकिसत हुए? ये और ऐसे तमाम 
सवालł ने कई लोगł को उलझाकर 
रखा हुआ है। lछ के जवाब पूरे या 
अधूरे िमल चुके हĴ। lछ की तलाश 
जारी है। 

यहŀ एक उदाहरण के तौर पर 
चिलए इlसानी फेफड़े की बात करते 
हĴ। फेफड़े हमारी lवसन lणाली के 
मुlय अंग हĴ। चlद टेिनस गıदł के 
आयतन के बराबर जगह घेरने वाले 
हमारे इन फेफड़ł का तल-lेlफल 
(surface area) एक टेिनस कोटl के 
बराबर होता है। सवाल बनता है िक 
आिखर यह कैसे सlभव हुआ? और 
जवाब है lेlटल lयािमित से। 

इस बात को समझने के िलए हम 
अपने पहले उदाहरण की मदद लıगे। 
बस इस दफे फकl  यह होगा िक एक 

िचl-7िचl-7
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